
理工系 基礎数学演習（コロナ社）修正履歴 (2025 年 1 月 11 日現在)

第 10刷→第 11刷で修正予定
場所 修正前 修正後

p.144 ↑ 3
例題 11.9 (1)【解答】 =

λ

3


1
2
3
2
1

, なので = 3λ


1
2
3
2
1

 なので (ベクトルの直後の comma を削除)

p.162 ↑ 2
問題 12.2.6 (1) 軸に関する x軸に関する
p.163 ↓ 1
問題 12.2.6 (3) 軸への正射影 x軸への正射影
p.173 ↓ 5
節 14.1の説明文 Tv = αv T (v) = αv

p.174 ↓ 4
節 14.1の説明文 TAx = Ax TA(x) = Ax

p.174 ↑ 8
問題 14.1.2 Tx = T (x) =

p.178 ↓ 4
問題 14.2.2 (1)

−1 0 2
3 2 2
1 −1 3

 −1 0 −2
3 2 2
1 −1 3


p.202 ↓ 11
問題 5.2.13 (8)の解答 値は 2 値は 3

p.220 ↓ 6
問題 11.3.5 (1)の解答 基底 {t[−1 0 0 1], t[0 −1 0 1], t[0 0 −1 1]}, 基底 {t[−1 1 0 0], t[−1 0 1 0], t[−1 0 0 1]},

p.220 ↓ 7
問題 11.3.5 (2)の解答 基底 {t[−8 −1 −3 12]} 基底 {t[8 1 3 −12]}

p.224 ↓ 2
問題 12.2.7 (7)の解答


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√
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√
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√
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2




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√
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√
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
p.226 ↓ 10
問題 13.2.1 (3)の解答

1√
153

t[10 −7 2],
1

3
√
17

t[10 −7 2],

p.226 ↓ 12
問題 13.2.2 (1)の解答

1

11
t[3 1 1],

1√
11

t[3 1 1],

p.226 ↓ 13
問題 13.2.2 (2)の解答

1√
117

t[2 −9 4 4],
1

3
√
13

t[2 −9 4 4],

p.226 ↑ 5
問題 13.2.4 (4)の解答 u =

1

35
t[13, 4, −5], v =

22

35
t[1, 3, 5] u =

22

35
t[1 3 5], v =

1

35
t[13 4 −5]

p.227 ↑ 7
問題 14.1.4 (3)の解答 固有値 1 +

√
10 固有ベクトル 固有値 1 +

√
10 , 固有ベクトル

p.228 ↓ 2
問題 14.1.5 (2)の解答 Aの固有ベクトルは k

[
2
8
8

]
(k ̸= 0) Aの固有ベクトルは k

[
1
4
4

]
(k ̸= 0)

p.228 ↓ 5
問題 14.1.5 (2)の解答 2k + 8kx+ 8kx2 (k ̸= 0) k + 4kx+ 4kx2 (k ̸= 0)

p.228 ↑ 5
問題 14.2.3の解答 (1, 1 + 2x, 2 + 8x+ 8x2) (1, 1 + 2x, 1 + 4x+ 4x2)

p.229 ↓ 4
問題 14.3.1 (4)の解答 P =


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 P =
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−

1
√
2

−
1
√
6

1
√
3

1
√
2

−
1
√
6

1
√
3

0
2
√
6

1
√
3


p.229 ↑ 2
問題 14.3.1 (4)の解答 D =

a+ b 0
0 a− b 0
0 0 c

 D =

a+ b 0 0
0 a− b 0
0 0 c





(続き)

場所 修正前 修正後

p.229 ↑ 1
問題 14.3.1 (4)の解答 P =


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 P =


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√
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
p.230 ↑ 1
問題 14.3.4 (3)の解答 q(x1, x2, x3) = (a+ b)x2

1 + (a− b)x2
2 + cx2

3 q(x1, x2, x3) = (a+ b)y21 + (a− b)y22 + cy23

第 9刷→第 10刷で修正
場所 修正前 修正後
p.60 ↓ 6
例題 5.9(1)【解答】 Fλ = x2 + y2 − 1 −Fλ = x2 + y2 − 1

p.60 ↓ 7
例題 5.9(1)【解答】 これが極値の候補となる． これが極値をとる点の候補を与える．
p.60 ↓ 13
例題 5.9(1)【解答】

となることがわかるので，(x, y) = (0,±1) はいずれ
も極小で値は −1．

であるから，(x, y) = (0,±1) のいずれでも極小とな
り，値は −1．

p.60 ↑ 13
例題 5.9(1)【解答】

となることがわかるので，(x, y) = (±1, 0) はいずれ
も極大で値は 1．

であるから，(x, y) = (±1, 0) のいずれでも極大とな
り，値は 1．

p.60 ↑ 10
例題 5.9(2)【解答】 Fλ = x2 − y2 − 1 −Fλ = x2 − y2 − 1

p.60 ↑ 9–7
例題 5.9(2)【解答】

· · ·解くと，λ = −1のときは Fx = 0が 3x2−4x+3 =
0 となり実数解をもたない．よって，y = 0．このと
き，x = ±1．したがって，(x, y) = (±1, 0)が極値の
候補をとなる．

· · ·解く．Fy = 2y(λ+1) = 0から，λ = −1のときは
Fx = 0が 3x2−4x+3 = 0となり実数解をもたないの
で，y = 0．よって，(x, y, λ) = (1, 0, 0), (−1, 0,−6)
となり，極値をとる点の候補は (x, y) = (±1, 0)．

p.60 ↑ 6
例題 5.9(2)【解答】

　この 2点で gx(x, y) = ±2 ̸= 0だから，g(x, y) = 0
から定まる陰関数 x = ψ(y)をとる．

　この 2点で gx(±1, 0) = ±2 ̸= 0だから，g(x, y) =
0から陰関数 x = ψ(y)が定まる．

p.103 ↑ 2
問題 8.2.6 次の行列の階数を求めよ． 次の行列の階数を求めよ．(a, bは実数)

p.124 ↑ 7
例題 8.10

ある整数m ≧ 0があって ある整数m ≧ 1があって
p.124 ↑ 8
問題 10.1.1

ベクトル b = [1 − 2 − 3] ベクトル a = [1 −2 −3]

p.124 ↑ 7
問題 10.1.1 b =

−→
BC a =

−→
BC

p.124 ↑ 6
問題 10.1.2

c = [2 3 − 1] c = [2 3 −1]

p.124 ↑ 3
問題 10.1.3

b = [3 − 1 5] b = [3 −1 5]

p.125 ↓ 3
問題 10.1.3 (3) x1a+ 2x2b− 4x3c = [1 − 3 2] x1a+ 2x2b− 4x3c = [1 −3 2]

p.129 ↓ 3
例題 10.3【解答】 これを法線とし， これを法線ベクトルとし，
p.129 ↑ 8
問題 10.3.4

平面 2x+ 3y + z = 8; との 平面 2x+ 3y + z = 8 との ( ;を削除)

p.132 ↑ 9
問題 11.2.1

条件 (i)’ 条件 (i)′

p.143 ↓ 7
例題 11.8(2)【解答】 →

 1 0 0
13 5 0
0 −1 0

. W2 は


 1
13
0

,
 0

5
−1

を →

 1 0 0
0 1 0
13
5

− 1
5

0

. W2 は


 5
0
13

,
 0

5
−1

を
p.211 ↑ 8–7
問題 8.2.6 (1)の解答 a ̸= 0, a+ 2b = 0のとき 2. a = −2b ̸= 0のとき 2.

p.211 ↑ 7
問題 8.2.6 (1)の解答 a+ 2b ̸= 0のとき 3. (a+ 2b)(a− b) ̸= 0のとき 3.



(続き)

場所 修正前 修正後
p.215 ↑ 4
問題 9.4.2 (4)の解答 x1 =

65

55
, x1 =

13

11
,

p.215 ↑ 2
問題 9.4.3 (2)の解答 y =

(a− d)(d− c)

(a− c)(b− c)
, y =

(a− d)(d− c)

(a− b)(b− c)
,

p.216 ↓ 4
問題 10.1.3(1)の解答 ∥c∥ =

√
90 ∥c∥ = 3

√
10

p.216 ↓ 9
問題 10.2.1(1)の解答 (iii) − 3√

10
i+

1√
10

k (iii) ± 1√
10

(−3i+ k)

p.216 ↓ 10
問題 10.2.1(2)の解答 (iii) − 9√

170
i+

5√
170

j +
8√
170

k (ii)
√
170 (iii) ± 1√

170
(−9i+ 5j + 8k)

p.216 ↓ 11
問題 10.2.1(3)の解答 (iii) − 17

3
√
371

i+
47

3
√
371

j +
29

3
√
371

k (iii) ± 1

3
√
371

(−17i+ 47j + 29k)

p.216 ↑ 13
問題 10.2.3の解答 問題 10.2.3.(p.126) 問題 10.2.3 (p.126) (3 の後の .を削除)

p.217 ↓ 3
問題 10.2.8(1)の解答

−→
PQと [a b c]は垂直 −→

PQと t[ a b c ]は垂直

p.217 ↓ 5
問題 10.2.8(2)の解答 t = ± 1√

a2 + b2 + c2
[a b c] t = ± 1√

a2 + b2 + c2
t[ a b c ]

p.217 ↓ 7
問題 10.2.8(3)の解答 求める距離は t · (

−→
OR) = · · · 求める距離は |t ·

−→
OR| = · · ·

p.217 ↓ 10
問題 10.2.8(4)の解答 · · · =

∣∣∣∣ 1√
a2 + b2 + c2

(ax0 + by0 + cz0 − d)

∣∣∣∣ · · · = |ax0 + by0 + cz0 − d|√
a2 + b2 + c2

p.217 ↑ 8
問題 10.3.2の解答 4x+ y − z − 6 = 0

x− 1

−4
=

y − 1

−1
= z + 1 4x+ y − z − 6 = 0,

x− 1

4
= y − 1 =

z + 1

−1

p.218 ↑ 6
問題 11.2.5(2)の解答 A = [1 − 1 0] A = [1 −1 0]

p.220 ↓ 3
問題 11.3.4(5)の解答 {t[0 1 2 3], t[0 1 1 1]} {t[0 1 2 3], t[0 4 5 6]}



第 8刷→第 9刷で修正

場所 修正前 修正後
p.54 ↓ 3
例題 5.4 (1)【解答】

df

dx
=

∂F

∂X
· dX
dx

+
∂F

∂Y
· dy
dx

df

dx
=

∂F

∂X
· dX
dx

+
∂F

∂Y
· dY
dx

p.54 ↓ 7
例題 5.4 (1)【解答】

dF

dx
= Y XY−1 +XY logX = · · · df

dx
= Y XY−1 +XY logX = · · ·

p.54 ↑ 3–7
例題 5.4 (2)【解答】

54 5. 多変数関数，偏微分とその応用

F (X,Y ) = XY , X = x, Y = x とすると，f(x) は F (X,Y ) と X =

x, Y = x の合成関数である. したがって
df
dx

=
∂F
∂X

· dX
dx

+
∂F
∂Y

· dy
dx

となるが，これに
∂F
∂X

= Y XY −1,
∂F
∂Y

= XY logX,
dX
dx

= 1,
dY
dx

= 1

を代入して
dF
dx

= Y XY −1 +XY logX = xxx−1 + xx log x = xx(1 + log x)

を得る．
(2) これも対数微分法を使う方法と合成関数の微分法を使う方法がある．まず，

対数微分法を使うと，

log f = (x+ y2) log(x2 + y) を x で偏微分して，
fx
f

= log(x2 + y) +
(x+ y2) · 2x

x2 + y

これから，
fx = (x2 + y)x+y2

·
(
log(x2 + y) +

2x(x+ y2)
x2 + y

)

同様に y で偏微分すると，
fy
f

= 2y log(x2 + y) +
x+ y2

x2 + y

これから，
fy = (x2 + y)x+y2

·
(
2y log(x2 + y) +

x+ y2

x2 + y

)

合成関数の微分法を使う場合には次のようにする． X = x2 + y,

Y = x+ y2 とおく．f = XY であるから，

fx =
∂f
∂X

· ∂X
∂x

+
∂f
∂Y

· ∂Y
∂x

これに
∂f
∂X

= Y XY −1,
∂f
∂Y

= XY logX,
∂X
∂x

= 2x,
∂Y
∂x

= 1

を代入して，

fx = Y XY −1 · 2x+XY logX

54 5. 多変数関数，偏微分とその応用

F (X,Y ) = XY , X = x, Y = x とすると，f(x) は F (X,Y ) と X =

x, Y = x の合成関数である. したがって
df
dx

=
∂F
∂X

· dX
dx

+
∂F
∂Y

· dY
dx

となるが，これに
∂F
∂X

= Y XY −1,
∂F
∂Y

= XY logX,
dX
dx

= 1,
dY
dx

= 1

を代入して
df
dx

= Y XY −1 +XY logX = xxx−1 + xx log x = xx(1 + log x)

を得る．
(2) これも対数微分法を使う方法と合成関数の微分法を使う方法がある．まず，

対数微分法を使うと，

log f = (x+ y2) log(x2 + y) を x で偏微分して，
fx
f

= log(x2 + y) +
(x+ y2) · 2x

x2 + y

これから，
fx = (x2 + y)x+y2

·
(
log(x2 + y) +

2x(x+ y2)
x2 + y

)

同様に y で偏微分すると，
fy
f

= 2y log(x2 + y) +
x+ y2

x2 + y

これから，
fy = (x2 + y)x+y2

·
(
2y log(x2 + y) +

x+ y2

x2 + y

)

合成関数の微分法を使う場合には次のようにする．f(x, y) は F (X,Y ) = XY

と X = x2 + y, Y = x+ y2 の合成関数であるから，

fx =
∂F
∂X

· ∂X
∂x

+
∂F
∂Y

· ∂Y
∂x

これに
∂F
∂X

= Y XY −1,
∂F
∂Y

= XY logX,
∂X
∂x

= 2x,
∂Y
∂x

= 1

を代入して，

fx = Y XY −1 · 2x+XY logX

p.55 ↑ 8
例題 5.5【解答】

df

dx
=

∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx
= · · · ∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx
= · · · (冒頭の df

dx
= を削除)

p.56 ↓ 11
問題 5.2.7

(2) f(x, y) =
√
x+

√
y −

√
a (2) f(x, y) =

√
x+

√
y −

√
a (a > 0)

p.57 ↑ 8
問題 5.2.8

(5) f(x, y) = ax2 + 2hxy + by2 + 2gx+ 2fy + c (ab− h2 ̸= 0) (5) f(x, y) = ax2 + 2hxy + by2 + cx+ dy + g (ab− h2 ̸= 0)

p.59 ↑ 8
例題 5.8【解答】 −2 · x+ 2 · y − (z + 1) = 0 −2 · x+ 2 · y − (z + 1) = 0 ∴ −2x+ 2y − z = 1

p.59 ↑ 3–4
問題 5.2.12

5.2 偏導関数の応用 59

が成り立つ．
証明は，t の関数 F (t) = f(a+ th, b+ tk) に区間 [0, 1] で，p.??で述べた 1

変数関数のテイラーの公式を適用すればよい．

例題 5.8 曲面 z = xy− 2x+2y− 1 上の点 (0, 0,−1) における接平面お
よび法線の方程式を求めよ．

【解答】 曲面 z = z(x, y) 上の点 (x0, y0, z0) における接平面は

zx(x0, y0)(x− x0) + zy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0

で与えられ，法線の方程式は
x− x0

zx(x0, y0)
=

y − y0
zy(x0, y0)

=
z − z0
−1

で与えられる．これらのものを与えられた関数について計算すればよい．
今の場合 zx(0, 0) = −2, zy(0, 0) = 2 であるから，接平面の方程式は

−2 · x+ 2 · y − (z + 1) = 0

法線の方程式は
x
−2

=
y
2
=

z + 1
−1

である． ♦

問題 5.2.12 次の曲面上の (x0, y0, z0) における接平面と法線の方程式を求
めよ．

(1) z = xy (2) 2z =
x2

a2
+

y2

b2

(3) x2 + y2 + z2 = a2

5.2 偏導関数の応用 59

が成り立つ．
証明は，t の関数 F (t) = f(a+ th, b+ tk) に区間 [0, 1] で，p.??で述べた 1

変数関数のテイラーの公式を適用すればよい．

例題 5.8 曲面 z = xy− 2x+2y− 1 上の点 (0, 0,−1) における接平面お
よび法線の方程式を求めよ．

【解答】 曲面 z = z(x, y) 上の点 (x0, y0, z0) における接平面は

zx(x0, y0)(x− x0) + zy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0

で与えられ，法線の方程式は
x− x0

zx(x0, y0)
=

y − y0
zy(x0, y0)

=
z − z0
−1

で与えられる．これらのものを与えられた関数について計算すればよい．
今の場合 zx(0, 0) = −2, zy(0, 0) = 2 であるから，接平面の方程式は

−2 · x+ 2 · y − (z + 1) = 0 ∴ −2x+ 2y − z = 1

法線の方程式は
x
−2

=
y
2
=

z + 1
−1

である． ♦

問題 5.2.12 次の曲面上の (x0, y0, z0) における接平面と法線の方程式を求め
よ．ただし，x0y0z0 "= 0 とする．

(1) z = xy (2) 2z =
x2

a2
+

y2

b2

(3) x2 + y2 + z2 = a2

p.200 ↑ 2–7
問題 5.2.7の解答

202 問 題 解 答

問題?? (p.??) (1) fx(x,ϕ(x)) + fy(x,ϕ(x))ϕ
′(x)．(2) 0．(3) (zr)

2 +
(zθ)

2

r2
．

(4) f(tx, ty) = tnf(x, y)の両辺を tで偏微分して t = 1とおけばよい．

問題?? (p.??) (1) xs = x, xt = −y, ys = y, yt = x, xss = xs = x, xtt =

(−y)t = −x, yss = ys = y, ytt = xt = −y．(2) fxxs + fyys．(3) (fx)sxs +

fxxss + (fy)sys + zyyss = (fxxxs + fxyys)xs + fxxss + (fxyxs + fyyys)ys + fyyss

(4) (3) で s を t に置き換えれば ztt の式が求まる．zss + ztt に (1) を代入すると
(x2 + y2)(fxx + fyy) が得られる．x2 + y2 = e2s であることから主張が従う．

問題?? (p.??) (1) (xx)x(2x log x+ x)

(2) xxx
{
xx

(
(log x)2 + log x+

1
x

)}
(3)

x
√

x

√
x

(
1 +

1
2
log x

)

(4) (sin x)sin x{cosx log(sin x) + cos x}

問題?? (p.??) (1) fx = (xy)xyy(log(xy) + 1), fy = (xy)xyx(log(xy) + 1)

(2) fx = x(yx)yx

{
(log x)(log y) +

1
x

}
, fy = x(yx)+1yx−1 log x

(3) fx = xy(xy+1)−1y(y log x+ 1), fy = xy(xy+1)(log x)(y log x+ 1)

(4) fx = x(y(xy))y(xy)

{
xy−1y(log x)(log y) +

1
x

}
,

fy = x(y(xy))y(xy)xy

{
(log x)(log y) +

1
y

}
log x

(5) fx = fy = (cos(x+y))sin(x+y)

{
cos(x+ y) log(cos(x+ y))− sin2(x+ y)

cos(x+ y)

}

問題 5.2.7 (p.56) (1) p.56の「公式」に代入して計算すれば，y′ =
y2 + 1

3y2 − 2xy + 1
,

y′′ =
2(y2 + 1)(y − x)(3y2 − 1)

(3y2 − 2xy + 1)3
である．ところで f(x, y) = (y2 + 1)(y − x) であ

るから，f(x, y) = 0 とは実は y = x である．したがって y′ = 1, y′′ = 0 のはずで
ある．上の y′ と y′′ を表す式に y = x を代入してみればそうなっている．

(2) y′ = −
√

y
x
, y′′ =

1
2

(√
y
x
+ 1

)
1
x

(3) y′ = − ey

ex
, y′′ =

e2y

ex

(4) y′ =
x+ y
x− y

, y′′ =
2(x2 + y2)
(x− y)3

(5) y′ =
ey

1− xey
, y′′ =

e2y(2− xey)
(1− xey)3

問題?? (p.??) (1) (2, 3) で極小値 −7 (2) (1, 0) で極小値 −1

(3) (0, 0) で極小値 0 (4) 極値なし
(5) ab− h2 < 0 のとき極値はない．ab− h2 > 0 のとき

(
hf − bg
ab− h2

,
hg − af
ab− h2

)
で

極値 2fgh+ abc− af2 − bg2 − ch2

ab− h2
． a > 0 なら極小，a < 0 なら極大．
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問題 5.2.7 (p.56) (1) y′ =
y2 + 1

3y2 − 2xy + 1
, y′′ =

2(y2 + 1)(y − x)(3y2 − 1)
(3y2 − 2xy + 1)3

(2) y′ = −
√

y
x
, y′′ =

1
2x

(√
y
x
+ 1

)

(3) y′ = −ex(ey − 1)
ey(ex − 1)

, y′′ =
ex(ey − 1)(ex + ey)

e2y(ex − 1)2

(4) y′ =
x+ y
x− y

, y′′ =
2(x2 + y2)
(x− y)3

(5) y′ =
ey

1− xey
, y′′ =

e2y(2− xey)
(1− xey)3

[注意] 上の表現式は f(x, y) = c (c は定数) の場合にも通用する形で書かれている．
f(x, y) = 0 に限ればもっと簡単な形も可能．例えば，(1)は f(x, y) = (y2+1)(y−x)

であるから，実は y = x である．(2), (3)でも y は x の具体的な関数で表される．

問題?? (p.??) (1) (2, 3) で極小値 −7 (2) (1, 0) で極小値 −1

(3) (0, 0) で極小値 0 (4) 極値なし
(5) ab−h2 < 0のとき極値はない．ab−h2 > 0のとき

(
hd− bc

2(ab− h2)
,

hc− ad
2(ab− h2)

)

で極値 2hcd− bc2 − ad2

4(ab− h2)
+ g． a > 0 なら極小，a < 0 なら極大．

(6)

(
π

(
2n+

1
2

)
,π

(
2m+

1
2

))
(n,m整数) で極大値 2,

(
π

(
2n+

3
2

)
,π

(
2m+

3
2

))
(n,m整数) で極小値 −2

(7) f(x, y) の定義域の内部の点
(π
2
,
π
2

)
で極大値 2，

(
3π
2
,
3π
2

)
で極小値 −2．

定義域の境界上の点
(
2π,

π
2

)
,
(π
2
, 2π

)
で極大値 1,

(
0,

3π
2

)
,

(
3π
2
, 0

)
で極小値

−1, (2π, 2π) で極大値 0, (0, 0) で極小値 0.

(8) (1, 1) で極小値 3

問題?? (p.??) (1) (0, 0) で極小値 0 (2) 極値なし (3) (0, 0) で極大値 1

問題?? (p.??) (1) by+ abxy+

(
a2b
2

x2y − b3

6
y3

)
+

(
a3b
6

x3y − ab3

6
xy3

)
+ · · ·

(2)
1
3
− 1

9
(2x − y) +

1
27

(
4x2 − 4xy + y2) − 1

81

(
8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3) +

1
243

(
16x4 − 32x3y + 24x2y2 − 8xy3 + y4)+ · · ·

(3) 1− 1
2

(
x2 + y2)− 1

8

(
x4 + 2x2y2 + y4)+ · · ·

(4) 1 + xy − x2y
2

+
x3y
3

+
x2y2

2
+ · · ·

問題?? (p.??)

p.201 ↓ 2–3
問題 5.2.8(5)の解答
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問題?? (p.??) (1) fx(x,ϕ(x)) + fy(x,ϕ(x))ϕ
′(x)．(2) 0．(3) (zr)

2 +
(zθ)

2

r2
．

(4) f(tx, ty) = tnf(x, y)の両辺を tで偏微分して t = 1とおけばよい．

問題?? (p.??) (1) xs = x, xt = −y, ys = y, yt = x, xss = xs = x, xtt =

(−y)t = −x, yss = ys = y, ytt = xt = −y．(2) fxxs + fyys．(3) (fx)sxs +

fxxss + (fy)sys + zyyss = (fxxxs + fxyys)xs + fxxss + (fxyxs + fyyys)ys + fyyss

(4) (3) で s を t に置き換えれば ztt の式が求まる．zss + ztt に (1) を代入すると
(x2 + y2)(fxx + fyy) が得られる．x2 + y2 = e2s であることから主張が従う．

問題?? (p.??) (1) (xx)x(2x log x+ x)

(2) xxx
{
xx

(
(log x)2 + log x+

1
x

)}
(3)

x
√

x

√
x

(
1 +

1
2
log x

)

(4) (sin x)sin x{cosx log(sin x) + cos x}

問題?? (p.??) (1) fx = (xy)xyy(log(xy) + 1), fy = (xy)xyx(log(xy) + 1)

(2) fx = x(yx)yx

{
(log x)(log y) +

1
x

}
, fy = x(yx)+1yx−1 log x

(3) fx = xy(xy+1)−1y(y log x+ 1), fy = xy(xy+1)(log x)(y log x+ 1)

(4) fx = x(y(xy))y(xy)

{
xy−1y(log x)(log y) +

1
x

}
,

fy = x(y(xy))y(xy)xy

{
(log x)(log y) +

1
y

}
log x

(5) fx = fy = (cos(x+y))sin(x+y)

{
cos(x+ y) log(cos(x+ y))− sin2(x+ y)

cos(x+ y)

}

問題 5.2.7 (p.56) (1) p.56の「公式」に代入して計算すれば，y′ =
y2 + 1

3y2 − 2xy + 1
,

y′′ =
2(y2 + 1)(y − x)(3y2 − 1)

(3y2 − 2xy + 1)3
である．ところで f(x, y) = (y2 + 1)(y − x) であ

るから，f(x, y) = 0 とは実は y = x である．したがって y′ = 1, y′′ = 0 のはずで
ある．上の y′ と y′′ を表す式に y = x を代入してみればそうなっている．

(2) y′ = −
√

y
x
, y′′ =

1
2

(√
y
x
+ 1

)
1
x

(3) y′ = − ey

ex
, y′′ =

e2y

ex

(4) y′ =
x+ y
x− y

, y′′ =
2(x2 + y2)
(x− y)3

(5) y′ =
ey

1− xey
, y′′ =

e2y(2− xey)
(1− xey)3

問題?? (p.??) (1) (2, 3) で極小値 −7 (2) (1, 0) で極小値 −1

(3) (0, 0) で極小値 0 (4) 極値なし
(5) ab− h2 < 0 のとき極値はない．ab− h2 > 0 のとき

(
hf − bg
ab− h2

,
hg − af
ab− h2

)
で

極値 2fgh+ abc− af2 − bg2 − ch2

ab− h2
． a > 0 なら極小，a < 0 なら極大．
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問題 5.2.7 (p.56) (1) y′ =
y2 + 1

3y2 − 2xy + 1
, y′′ =

2(y2 + 1)(y − x)(3y2 − 1)
(3y2 − 2xy + 1)3

(2) y′ = −
√

y
x
, y′′ =

1
2x

(√
y
x
+ 1

)

(3) y′ = −ex(ey − 1)
ey(ex − 1)

, y′′ =
ex(ey − 1)(ex + ey)

e2y(ex − 1)2

(4) y′ =
x+ y
x− y

, y′′ =
2(x2 + y2)
(x− y)3

(5) y′ =
ey

1− xey
, y′′ =

e2y(2− xey)
(1− xey)3

[注意] 上の表現式は f(x, y) = c (c は定数) の場合にも通用する形で書かれている．
f(x, y) = 0 に限ればもっと簡単な形も可能．例えば，(1)は f(x, y) = (y2+1)(y−x)

であるから，実は y = x である．(2), (3)でも y は x の具体的な関数で表される．

問題?? (p.??) (1) (2, 3) で極小値 −7 (2) (1, 0) で極小値 −1

(3) (0, 0) で極小値 0 (4) 極値なし
(5) ab−h2 < 0のとき極値はない．ab−h2 > 0のとき

(
hd− bc

2(ab− h2)
,

hc− ad
2(ab− h2)

)

で極値 2hcd− ad2 − bc2

4(ab− h2)
+ g． a > 0 なら極小，a < 0 なら極大．

(6)

(
π

(
2n+

1
2

)
,π

(
2m+

1
2

))
(n,m整数) で極大値 2,

(
π

(
2n+

3
2

)
,π

(
2m+

3
2

))
(n,m整数) で極小値 −2

(7) f(x, y) の定義域の内部の点
(π
2
,
π
2

)
で極大値 2，

(
3π
2
,
3π
2

)
で極小値 −2．

定義域の境界上の点
(
2π,

π
2

)
,
(π
2
, 2π

)
で極大値 1,

(
0,

3π
2

)
,

(
3π
2
, 0

)
で極小値

−1, (2π, 2π) で極大値 0, (0, 0) で極小値 0.

(8) (1, 1) で極小値 3

問題?? (p.??) (1) (0, 0) で極小値 0 (2) 極値なし (3) (0, 0) で極大値 1

問題?? (p.??) (1) by+ abxy+

(
a2b
2

x2y − b3

6
y3

)
+

(
a3b
6

x3y − ab3

6
xy3

)
+ · · ·

(2)
1
3
− 1

9
(2x − y) +

1
27

(
4x2 − 4xy + y2) − 1

81

(
8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3) +

1
243

(
16x4 − 32x3y + 24x2y2 − 8xy3 + y4)+ · · ·

(3) 1− 1
2

(
x2 + y2)− 1

8

(
x4 + 2x2y2 + y4)+ · · ·

(4) 1 + xy − x2y
2

+
x3y
3

+
x2y2

2
+ · · ·

問題?? (p.??)

p.201 ↑ 5
問題 5.2.11(2)の解答
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(6)

(
π

(
2n+

1
2

)
,π

(
2m+

1
2

))
(n,m整数) で極大値 2,

(
π

(
2n+

3
2

)
,π

(
2m+

3
2

))
(n,m整数) で極小値 −2

(7) f(x, y) の定義域の内部の点
(π
2
,
π
2

)
で極大値 2，

(
3π
2
,
3π
2

)
で極小値 −2．

定義域の境界上の点
(
2π,

π
2

)
,
(π
2
, 2π

)
で極大値 1,

(
0,

3π
2

)
,

(
3π
2
, 0

)
で極小値

−1, (2π, 2π) で極大値 0, (0, 0) で極小値 0.

(8) (1, 1) で極小値 3

問題?? (p.??) (1) (0, 0) で極小値 0 (2) 極値なし (3) (0, 0) で極大値 1

問題?? (p.??) (1) by+ abxy+

(
a2b
2

x2y − b3

6
y3

)
+

(
a3b
6

x3y − ab3

6
xy3

)
+ · · ·

(2)
1
3
− 1

9
(2x − y) +

1
27

(
4x2 − 4xy + y2) − 1

81

(
8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3) +

1
243

(
16x4 − 32x3y + 24x2y2 − 8xy3 + y4)+ · · ·

(3) 1− 1
2

(
x2 + y2)− 1

8

(
x4 + 2x2y2 + y4)+ · · ·

(4) 1 + xy − x2y
2

+
x3y
3

+
x2y2

2
+ · · ·

問題?? (p.??)

(1)
(x
a
+

y
b

)
−1
2

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
+

1

3

(
1 +

θx
a

+
θy
b

)3

(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

(2) 1−
(x
a
+

y
b

)
+

1
2!

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
− 1

3! exp

(
θx
a

+
θy
b

)
(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

問題 5.2.12 (p.59) (1) y0(x − x0) + x0(y − y0) − (z − z0) = 0,
x− x0

y0
=

y − y0
x0

=
z − z0
−1

(2)
x0x
a2

+
y0y
b2

= z + z0,
x− x0
x0

a2

=
y − y0
y0
b2

=
z − z0
−1

(3) x0x+ y0y + z0z = a2,
x
x0

=
y
y0

=
z
z0

問題?? (p.??) (1)

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
で極大かつ最大で値 1

2
．
(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
で極

小かつ最小で値 −1
2
．（いずれも複号同順．）(2)

(
1

17
1
4

,
2

17
1
4

)
で極大かつ最大で値
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問題?? (p.??) (1) by+ abxy+

(
a2b
2

x2y − b3

6
y3

)
+

(
a3b
6

x3y − ab3

6
xy3

)
+ · · ·

(2)
1
3
− 1

9
(2x − y) +

1
27

(
4x2 − 4xy + y2) − 1

81

(
8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3) +

1
243

(
16x4 − 32x3y + 24x2y2 − 8xy3 + y4)+ · · ·

(3) 1− 1
2

(
x2 + y2)− 1

8

(
x4 + 2x2y2 + y4)+ · · ·

(4) 1 + xy − x2y
2

+
x3y
3

+
x2y2

2
+ · · ·

問題?? (p.??)

(1)
(x
a
+

y
b

)
−1
2

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
+

1

3

(
1 +

θx
a

+
θy
b

)3

(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

(2) 1−
(x
a
+

y
b

)
+
1
2

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
− 1

6 exp

(
θx
a

+
θy
b

)
(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

問題 5.2.12 (p.59) (1) y0x+ x0y = z + z0,
x− x0

y0
=

y − y0
x0

=
z − z0
−1

(2)
x0x
a2

+
y0y
b2

= z + z0,
x− x0
x0

a2

=
y − y0
y0
b2

=
z − z0
−1

(3) x0x+ y0y + z0z = a2,
x
x0

=
y
y0

=
z
z0

問題 5.2.13 (p.61) (1)

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
で極大かつ最大で値 1

2
．
(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)

で極小かつ最小で値 −1
2
．（いずれも複号同順．）(2)

(
1

17
1
4

,
2

17
1
4

)
で極大かつ最

大で値は 17
3
4．
(
− 1

17
1
4

,− 2

17
1
4

)
で極小かつ最小で値は −17

3
4．(3)

(
±
√
6,±

√
6
)

で極大かつ最大で値 6．
(
±
√
3,∓

√
3
)
で極小かつ最小で値 −3．（いずれも複号同

順．）(4) (±
√
5,±2

√
5) (複号同順) で極小かつ最小で値は 25．この問題は，曲線

x2 + 8xy + 7y2 = 225 上の点と原点との距離の最小値が 5 であると見ることもで
きる．(5) (±

√
2,±1) で極大かつ最大で値は

√
2．(±

√
2,∓1) で極小かつ最小で値

は −
√
2．（いずれも複号同順．）(6) (0,

√
2), (

√
2, 0) で極大かつ最大で値は 2

√
2．

(0,−
√
2), (−

√
2, 0) で極小かつ最小で値は −2

√
2．これ以外に，(1, 1) で極小値 2，

(−1,−1) で極大値 2．(7)

(
− 1√

3
,

2√
3

)
で極小値 2

3
√
3
．
(

1√
3
,− 2√

3

)
で極大値

− 2

3
√
3
．最大値・最小値はなし．(8) (±

√
2, 1)で極小かつ最小で値は 2．

p.201 ↑ 3–4
問題 5.2.12(1)の解答
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(6)

(
π

(
2n+

1
2

)
,π

(
2m+

1
2

))
(n,m整数) で極大値 2,

(
π

(
2n+

3
2

)
,π

(
2m+

3
2

))
(n,m整数) で極小値 −2

(7) f(x, y) の定義域の内部の点
(π
2
,
π
2

)
で極大値 2，

(
3π
2
,
3π
2

)
で極小値 −2．

定義域の境界上の点
(
2π,

π
2

)
,
(π
2
, 2π

)
で極大値 1,

(
0,

3π
2

)
,

(
3π
2
, 0

)
で極小値

−1, (2π, 2π) で極大値 0, (0, 0) で極小値 0.

(8) (1, 1) で極小値 3

問題?? (p.??) (1) (0, 0) で極小値 0 (2) 極値なし (3) (0, 0) で極大値 1

問題?? (p.??) (1) by+ abxy+

(
a2b
2

x2y − b3

6
y3

)
+

(
a3b
6

x3y − ab3

6
xy3

)
+ · · ·

(2)
1
3
− 1

9
(2x − y) +

1
27

(
4x2 − 4xy + y2) − 1

81

(
8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3) +

1
243

(
16x4 − 32x3y + 24x2y2 − 8xy3 + y4)+ · · ·

(3) 1− 1
2

(
x2 + y2)− 1

8

(
x4 + 2x2y2 + y4)+ · · ·

(4) 1 + xy − x2y
2

+
x3y
3

+
x2y2

2
+ · · ·

問題?? (p.??)

(1)
(x
a
+

y
b

)
−1
2

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
+

1

3

(
1 +

θx
a

+
θy
b

)3

(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

(2) 1−
(x
a
+

y
b

)
+

1
2!

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
− 1

3! exp

(
θx
a

+
θy
b

)
(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

問題 5.2.12 (p.59) (1) y0(x − x0) + x0(y − y0) − (z − z0) = 0,
x− x0

y0
=

y − y0
x0

=
z − z0
−1

(2)
x0x
a2

+
y0y
b2

= z + z0,
x− x0
x0

a2

=
y − y0
y0
b2

=
z − z0
−1

(3) x0x+ y0y + z0z = a2,
x
x0

=
y
y0

=
z
z0

問題?? (p.??) (1)

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
で極大かつ最大で値 1

2
．
(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)
で極

小かつ最小で値 −1
2
．（いずれも複号同順．）(2)

(
1

17
1
4

,
2

17
1
4

)
で極大かつ最大で値

204 問 題 解 答

問題?? (p.??) (1) by+ abxy+

(
a2b
2

x2y − b3

6
y3

)
+

(
a3b
6

x3y − ab3

6
xy3

)
+ · · ·

(2)
1
3
− 1

9
(2x − y) +

1
27

(
4x2 − 4xy + y2) − 1

81

(
8x3 − 12x2y + 6xy2 − y3) +

1
243

(
16x4 − 32x3y + 24x2y2 − 8xy3 + y4)+ · · ·

(3) 1− 1
2

(
x2 + y2)− 1

8

(
x4 + 2x2y2 + y4)+ · · ·

(4) 1 + xy − x2y
2

+
x3y
3

+
x2y2

2
+ · · ·

問題?? (p.??)

(1)
(x
a
+

y
b

)
−1
2

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
+

1

3

(
1 +

θx
a

+
θy
b

)3

(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

(2) 1−
(x
a
+

y
b

)
+
1
2

(
x2

a2
+

2xy
ab

+
y2

b2

)
− 1

6 exp

(
θx
a

+
θy
b

)
(
x3

a3
+ 3

x2y
a2b

+ 3
xy2

ab2
+

y3

b3

)

問題 5.2.12 (p.59) (1) y0x+ x0y = z + z0,
x− x0

y0
=

y − y0
x0

=
z − z0
−1

(2)
x0x
a2

+
y0y
b2

= z + z0,
x− x0
x0

a2

=
y − y0
y0
b2

=
z − z0
−1

(3) x0x+ y0y + z0z = a2,
x
x0

=
y
y0

=
z
z0

問題 5.2.13 (p.61) (1)

(
± 1√

2
,± 1√

2

)
で極大かつ最大で値 1

2
．
(
± 1√

2
,∓ 1√

2

)

で極小かつ最小で値 −1
2
．（いずれも複号同順．）(2)

(
1

17
1
4

,
2

17
1
4

)
で極大かつ最

大で値は 17
3
4．
(
− 1

17
1
4

,− 2

17
1
4

)
で極小かつ最小で値は −17

3
4．(3)

(
±
√
6,±

√
6
)

で極大かつ最大で値 6．
(
±
√
3,∓

√
3
)
で極小かつ最小で値 −3．（いずれも複号同

順．）(4) (±
√
5,±2

√
5) (複号同順) で極小かつ最小で値は 25．この問題は，曲線

x2 + 8xy + 7y2 = 225 上の点と原点との距離の最小値が 5 であると見ることもで
きる．(5) (±

√
2,±1) で極大かつ最大で値は

√
2．(±

√
2,∓1) で極小かつ最小で値

は −
√
2．（いずれも複号同順．）(6) (0,

√
2), (

√
2, 0) で極大かつ最大で値は 2

√
2．

(0,−
√
2), (−

√
2, 0) で極小かつ最小で値は −2

√
2．これ以外に，(1, 1) で極小値 2，

(−1,−1) で極大値 2．(7)

(
− 1√

3
,

2√
3

)
で極小値 2

3
√
3
．
(

1√
3
,− 2√

3

)
で極大値

− 2

3
√
3
．最大値・最小値はなし．(8) (±

√
2, 1)で極小かつ最小で値は 2．

p.202 ↓ 9
問題 5.2.13(6)の解答 · · · 極小かつ最小で値は −2

√
3．これ以外に，· · · · · · 極小かつ最小で値は −2

√
2．これ以外に，· · ·
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p.38 ↓ 11
問題 4.3.1

問題 4.3.1 次の関数の不定積分を求めよ． 問題 4.3.1 次の関数の不定積分を求めよ．(a ̸= 0)

p.38 ↑ 2
問題 4.3.1(14)

(14)
x√

x2 + bx+ c
(14)

x√
x2 + bx+ c

((b, c) ̸= (0, 0))

p.45 ↑ 4
問題 4.4.10(7)

(7) 極座標による表示で r = a cos 2θ (0 ≦ θ ≦ π) (a > 0) が囲む面積 (7) 極座標による表示で r = a cos 2θ
(
−π

4
≦ θ ≦ π

4

)
(a > 0) が囲む面積

p.47 ↓ 2

4.4 定積分とその応用 47

f(b) = f(a) +

∫ b

a

f ′(t)dt = f(a)−
[
(b− t)f ′(t)

]b
a
+

∫ b

a

f ′′(t)dt

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a)−
[
(b− t)2

2!
f ′′(t)

]b

a

+

∫ b

a

(b− t)2

2!
f ′′′(t)dt

= · · ·

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n−1)(a)
(n− 1)!

(b− a)n−1

+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt !

（以下級数の知識があれば理解が深まるだろう）テイラーの定理の剰余項を積分形で与
えることの応用として，実数 α に対して２項定理の一般形

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
xk (|x| < 1)

の証明を与えておこう † ．

証明 区間 [0, x] (または [x, 0]) で 上のテイラー（マクローリン）の定理を適
用して

(1 + x)α =
n−1∑

k=0

(
α

k

)
xk +Rn(x),

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
dn

dtn
(1 + t)α dt

である．そこでわれわれの示すべきことは，|x| < 1のとき，Rn(x) → 0 (n → ∞)

となることである．
dn

dtn
(1 + t)α = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + t)α−n

だから

Rn(x) = n

(
α

n

)∫ x

0

(
x− 1
1 + t

)n−1

(1 + t)α−n dt

†
(
α
k

)
=






α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

k!
(k ∈ N)

1 (k = 0)
（一般化された２項係数）

α が非負整数のときは，２項係数 kCα にほかならない．

4.4 定積分とその応用 47

f(b) = f(a) +

∫ b

a

f ′(t)dt = f(a)−
[
(b− t)f ′(t)

]b
a
+

∫ b

a

(b− t)f ′′(t)dt

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a)−
[
(b− t)2

2!
f ′′(t)

]b

a

+

∫ b

a

(b− t)2

2!
f ′′′(t)dt

= · · ·

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n−1)(a)
(n− 1)!

(b− a)n−1

+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt !

（以下級数の知識があれば理解が深まるだろう）テイラーの定理の剰余項を積分形で与
えることの応用として，実数 α に対して２項定理の一般形

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
xk (|x| < 1)

の証明を与えておこう †3 ．

証明 区間 [0, x] (または [x, 0]) で 上のテイラー（マクローリン）の定理を適
用して

(1 + x)α =
n−1∑

k=0

(
α

k

)
xk +Rn(x),

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
dn

dtn
(1 + t)α dt

である．そこでわれわれの示すべきことは，|x| < 1のとき，Rn(x) → 0 (n → ∞)

となることである．
dn

dtn
(1 + t)α = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + t)α−n

だから

Rn(x) = n

(
α

n

)∫ x

0

(
x− t
1 + t

)n−1

(1 + t)α−n dt

となる．条件 |x| < 1 と上の積分は 0 と x の間で行われることから，問題??

(p.??)とその解答を参照して
∣∣∣
x− t
1 + t

∣∣∣ < |x| と考えてよい．したがって

†3
(
α
k

)
=






α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

k!
(k ∈ N)

1 (k = 0)
（一般化された２項係数）

α が非負整数のときは，２項係数 kCα にほかならない．

p.47 ↑ 1

4.4 定積分とその応用 47

f(b) = f(a) +

∫ b

a

f ′(t)dt = f(a)−
[
(b− t)f ′(t)

]b
a
+

∫ b

a

f ′′(t)dt

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a)−
[
(b− t)2

2!
f ′′(t)

]b

a

+

∫ b

a

(b− t)2

2!
f ′′′(t)dt

= · · ·

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n−1)(a)
(n− 1)!

(b− a)n−1

+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt !

（以下級数の知識があれば理解が深まるだろう）テイラーの定理の剰余項を積分形で与
えることの応用として，実数 α に対して２項定理の一般形

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
xk (|x| < 1)

の証明を与えておこう † ．

証明 区間 [0, x] (または [x, 0]) で 上のテイラー（マクローリン）の定理を適
用して

(1 + x)α =
n−1∑

k=0

(
α

k

)
xk +Rn(x),

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
dn

dtn
(1 + t)α dt

である．そこでわれわれの示すべきことは，|x| < 1のとき，Rn(x) → 0 (n → ∞)

となることである．
dn

dtn
(1 + t)α = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + t)α−n

だから

Rn(x) = n

(
α

n

)∫ x

0

(
x− 1
1 + t

)n−1

(1 + t)α−n dt

†
(
α
k

)
=






α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

k!
(k ∈ N)

1 (k = 0)
（一般化された２項係数）

α が非負整数のときは，２項係数 kCα にほかならない．

4.4 定積分とその応用 47

f(b) = f(a) +

∫ b

a

f ′(t)dt = f(a)−
[
(b− t)f ′(t)

]b
a
+

∫ b

a

(b− t)f ′′(t)dt

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a)−
[
(b− t)2

2!
f ′′(t)

]b

a

+

∫ b

a

(b− t)2

2!
f ′′′(t)dt

= · · ·

= f(a) +
f ′(a)
1!

(b− a) + · · ·+ f (n−1)(a)
(n− 1)!

(b− a)n−1

+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n− 1)!
f (n)(t) dt !

（以下級数の知識があれば理解が深まるだろう）テイラーの定理の剰余項を積分形で与
えることの応用として，実数 α に対して２項定理の一般形

(1 + x)α =
∞∑

k=0

(
α

k

)
xk (|x| < 1)

の証明を与えておこう †3 ．

証明 区間 [0, x] (または [x, 0]) で 上のテイラー（マクローリン）の定理を適
用して

(1 + x)α =
n−1∑

k=0

(
α

k

)
xk +Rn(x),

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n−1

(n− 1)!
dn

dtn
(1 + t)α dt

である．そこでわれわれの示すべきことは，|x| < 1のとき，Rn(x) → 0 (n → ∞)

となることである．
dn

dtn
(1 + t)α = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)(1 + t)α−n

だから

Rn(x) = n

(
α

n

)∫ x

0

(
x− t
1 + t

)n−1

(1 + t)α−n dt

となる．条件 |x| < 1 と上の積分は 0 と x の間で行われることから，問題??

(p.??)とその解答を参照して
∣∣∣
x− t
1 + t

∣∣∣ < |x| と考えてよい．したがって

†3
(
α
k

)
=






α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

k!
(k ∈ N)

1 (k = 0)
（一般化された２項係数）

α が非負整数のときは，２項係数 kCα にほかならない．

p.185 ↓ 2
問題 1.2.1の解答

問 題 解 答 187

問題 ?? (p.??) (x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x2 − x3)(x2 − x4)(x3 − x4)

問題 1.2.1 (p.7) 2 項定理によって (1 + h)n = 1 + nh +
n(n− 1)

2
h2 + · · · +

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
k!

hk +
n(n− 1) · · · 2 · 1

n!
hn である．この右辺の各項はすべて

正であるから，各項とも左辺より小さい．したがって，(1),(2),(3) が示された．

問題 ?? (p.??) (1) a2 − b2 = (a− b)(a+ b) と 2b < a+ b < 2a から得られる．
(2) a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) と 3b2 < a2 + ab+ b2 < 3a2 から得られる．
(3) an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1) と nbn−1 < an−1 +

an−2b+ · · · abn−2 + bn−1 < nan−1 から得られる．

問題?? (p.??) x > 0 のとき，0 < t < x から
∣∣∣∣
x− t
1 + t

∣∣∣∣ =
x− t
1 + t

< x− t < x = |x|．
x < 0 のとき，−x < 1 から −tx > t，したがって，−x(1 + t) > t− x．このことか
ら，−x >

t− x
1 + t

すなわち |x| >
∣∣∣∣
x− t
1 + t

∣∣∣∣ を得る．

問題 ?? (p.??) (1)
1
2

(2) 0 (3) −2 sin
(
θ − π

6

)
(= 2 sin (θ + frac5π6)

(4) sin θ = −4
5
, cos θ =

3
5

(5) sin θ =
2√
5
, cos θ =

1√
5

(6)
9
2

(7) (i)

α+ 1
3

(ii)
α+ 1
α

(iii)
α

(α+ 1)2
(8) x = 5, y =

2
5

(9)
√
2

問題 ?? (p.??) (1)
5
2

(2) 2 (3) 1 (4) 0 (5)
1
2

(6)
3
5

(7) ea

(8)
1√
e

(9) log 5

問題 ?? (p.??) (1)
x(3x+ 4)
(3x+ 2)2

(2)
2x3

√
2 + x4

(3) 5(x2 − 1)(x3 − 2x)2/3 (4) 10 sin4 2x · cos 2x (5)
2 sinx
cos3 x

(6) 2xex
2−1 (7) 5x(1 + x log 5) (8)

3x2 − 2
x3 − 2x

(9)
1√

x2 + 1

(10)
1√

1 + x2

問題 ?? (p.??) （以下では積分定数を省略）(1) log |x− 2|

(2)
x2

2
+ 2x+ 2 log |x+ 1| (3) −3 cos θ +

7
2
sin 2θ (4) log | sinx|

(5) −2
3
cos3 x+ cosx (または −1

6
cos 3x+

1
2
cosx) (6)

1
2
e2x−1

(7) −1
8
(x+ 1)2 +

1
4
(x2 − 1) log(x− 1)

問 題 解 答 187

問題 1.2.1 (p.7) 2 項定理によって (1 + h)n = 1 + nh +
n(n− 1)

2
h2 + · · · +

n(n− 1) · · · (n− k + 1)
k!

hk + · · ·+ n(n− 1) · · · 2 · 1
n!

hn である．この右辺の各項は
すべて正であるから，各項とも左辺より小さい．したがって，(1), (2), (3) が示された．

問題 1.2.2 (p.7) (1) a2 − b2 = (a− b)(a+ b) と 2b < a+ b < 2a から得られる．
(2) a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2) と 3b2 < a2 + ab+ b2 < 3a2 から得られる．
(3) an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1) と nbn−1 < an−1 +

an−2b+ · · · abn−2 + bn−1 < nan−1 から得られる．

問題 1.2.3 (p.7) x > 0のとき，0 < t < xから
∣∣∣∣
x− t
1 + t

∣∣∣∣ =
x− t
1 + t

< x−t < x = |x|．
x < 0 のとき，−x < 1 から −tx > t，したがって，−x(1 + t) > t− x．このことか
ら，−x >

t− x
1 + t

すなわち |x| >
∣∣∣∣
x− t
1 + t

∣∣∣∣ を得る．

問題 1.2.4 (p.8) (1)
1
2

(2) 0 (3) −2 sin
(
θ − π

6

)
(= 2 sin (θ + frac5π6)

(4) sin θ = −4
5
, cos θ =

3
5

(5) sin θ =
2√
5
, cos θ =

1√
5

(6)
9
2

(7) (i)

α+ 1
3

(ii)
α+ 1
α

(iii)
α

(α+ 1)2
(8) x = 5, y =

2
5

(9)
√
2

問題 1.2.5 (p.8) (1)
5
2

(2) 2 (3) 1 (4) 0 (5)
1
2

(6)
3
5

(7) ea

(8)
1√
e

(9) log 5

問題 1.2.6 (p.9) (1)
x(3x+ 4)
(3x+ 2)2

(2)
2x3

√
2 + x4

(3) 5(x2 − 1)(x3 − 2x)2/3 (4) 10 sin4 2x · cos 2x (5)
2 sinx
cos3 x

(6) 2xex
2−1 (7) 5x(1 + x log 5) (8)

3x2 − 2
x3 − 2x

(9)
1√

x2 + 1

(10)
1√

1 + x2

問題 1.2.7 (p.10) （以下では積分定数を省略）(1) log |x− 2|

(2)
x2

2
+ 2x+ 2 log |x+ 1| (3) −3 cos θ +

7
2
sin 2θ (4) log | sinx|

(5) −2
3
cos3 x+ cosx (または −1

6
cos 3x+

1
2
cosx) (6)

1
2
e2x−1

(7) −1
8
(x+ 1)2 +

1
4
(x2 − 1) log(x− 1)

p.185 ↓ 11
問題 1.2.4(3)の解答 (3) −2 sin

(
θ − π

6

)
(= 2 sin(θ + frac5π6) (3) 2 sin

(
θ +

5π

6

)

p.187 ↓ 5–12

問題 2.3.6の解答
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sin
(
θ − π

2

)
= − cos θ．このとき tan2 θ

2
=

sin2 θ
2

cos2
θ
2

=
1− cos θ
1 + cos θ

=
1 + x
1− x

，0 !

θ
2
<
π
2
に注意して，tan

θ
2
=

√
1 + x
1− x

．さらに θ
2
= Tan−1

√
1 + x
1− x

．したがって，

θ = 2Tan−1

√
1 + x
1− x

= Sin−1 x+
π
2
を得る．

（これ以外にも様々な計算による証明が可能である．）

問題 2.3.6 (p.16)　 与えられた関係はそれぞれ x1 = tan y1
(
−π
2
< y1 <

π
2

)
お

よび x2 = tan y1
(
−π
2
< y2 <

π
2

)
と同値である．したがって，(1)は y1+y2 = ±π

2
のとき左辺が定義されていないが，それ以外のときは正接 (tan) の加法定理そのもの
で正しい．(2) は −π

2
< y1+y2 <

π
2
のとき正しいが，そうでなければ左辺が Tan−1

の定義域に入っていないから等式は成り立たない．
−π < y1 + y2 < −π

2
のときは，y1 + y2 = Tan−1

(
x1 + x2

1− x1x2

)
− π

π
2
< y1 + y2 < π のときは，y1 + y2 = Tan−1

(
x1 + x2

1− x1x2

)
+ π

としなければならない．

3章

問題 ?? (p. ??) (1) lim
h→0

1√
x+ h

− 1√
x

h
= lim

h→0

√
x−

√
x+ h

h
√
x+ h

√
x

= lim
h→0

x− (x+ h)

h
√
x+ h

√
x(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

−1√
x+ h

√
x(
√
x+ h+

√
x)

= −· 1

2x
√
x

(2) lim
h→0

1
(x+ h)2

− 1
x2

h
= lim

h→0

x2 − (x+ h)2

h(x+ h)2x2
= lim

h→0

−2xh− h2

h(x+ h)2x2

= lim
h→0

−2x+ h
(x+ h)2x2

= − 2
x3

(3) lim
h→0

sin(x+ h)− sinx
h

= lim
h→0

sinx cosh+ cosx sinh− sinx
h

= lim
h→0

{
sinx

cosh− 1
h

+ cosx
sinh
h

}
= cosx

(4) lim
h→0

log(x+ h)− log x
h

= lim
h→0

log

(
1 +

h
x

) 1
h
= lim

h→0
log



1 +
1
x
h





x
h · 1x

=
1
x

lim
y→±∞

log

(
1 +

1
y

)y

=
1
x
log e =

1
x
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sin
(
θ − π

2

)
= − cos θ．このとき tan2 θ

2
=

sin2 θ
2

cos2
θ
2

=
1− cos θ
1 + cos θ

=
1 + x
1− x

，0 !

θ
2
<
π
2
に注意して，tan

θ
2
=

√
1 + x
1− x

．さらに θ
2
= Tan−1

√
1 + x
1− x

．したがって，

θ = 2Tan−1

√
1 + x
1− x

= Sin−1 x+
π
2
を得る．

（これ以外にも様々な計算による証明が可能である．）

問題 2.3.6 (p.16) 与えられた関係はそれぞれ x1 = tan y1
(
−π
2
< y1 <

π
2

)
および

x2 = tan y2
(
−π
2
< y2 <

π
2

)
と同値である．したがって，(1) は x1x2 = 1 のとき右

辺が定まらないが，x1x2 "= 1 のときは正接 (tan) の加法定理そのもので正しい．(2)

は x1x2 < 1
(
⇔ cos(y1 + y2) > 0 ⇔ −π

2
< y1 + y2 <

π
2

)
のとき正しいが，そう

でなければ左辺が Tan−1 の値域に入っていないから等式は成り立たない．
　 x1x2 = 1 かつ x1, x2 ≷ 0 のときは y1 + y2 = ±π

2
，

　 x1x2 > 1 かつ x1, x2 ≷ 0 のときは y1 + y2 = Tan−1

(
x1 + x2

1− x1x2

)
± π

としなければならない．(不等号複号同順)

問題 2.3.6 (p.16) 与えられた関係はそれぞれ x1 = tan y1
(
−π
2
< y1 <

π
2

)
およ

び x2 = tan y2
(
−π
2
< y2 <

π
2

)
と同値である．したがって，(1) は x1x2 = 1 のと

き右辺が定まらないが，x1x2 "= 1 のときは正接 (tan) の加法定理そのもので正しい．
(2) は 1−x1x2 =

cos(y1 + y2)
cos y1 cos y2

に注意して, x1x2 < 1
(
⇔ −π

2
< y1 + y2 <

π
2

)
の

とき正しいが，そうでなければ左辺が Tan−1 の値域に入らないから等式は不成立．
　 x1x2 = 1 かつ x1, x2 ≷ 0 のときは y1 + y2 = ±π

2
，

　 x1x2 > 1 かつ x1, x2 ≷ 0 のときは y1 + y2 = Tan−1

(
x1 + x2

1− x1x2

)
± π

としなければならない．(不等号複号同順)

3章

問題 ?? (p. ??) (1) lim
h→0

1√
x+ h

− 1√
x

h
= lim

h→0

√
x−

√
x+ h

h
√
x+ h

√
x

= lim
h→0

x− (x+ h)

h
√
x+ h

√
x(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

−1√
x+ h

√
x(
√
x+ h+

√
x)

= −· 1

2x
√
x

(2) lim
h→0

1
(x+ h)2

− 1
x2

h
= lim

h→0

x2 − (x+ h)2

h(x+ h)2x2
= lim

h→0

−2xh− h2

h(x+ h)2x2

p.191 ↑ 4–6

問題 3.2.8の解答
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これは

cosx =

!n−1
2 #∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m +

cos
(
θx+

nπ
2

)

n!
xn (0 < θ < 1)

と書け，これは，n = 2l のとき，

cosx =
l−1∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m + (−1)l

cos θx
(2l)!

x2l (0 < θ < 1)

であり，n = 2l + 1 のときは

cosx =
l−1∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m − (−1)l

sin θx
(2l + 1)!

x2l+1 (0 < θ < 1)

となる．

問題 3.2.8 (p.27) ex = e
1
2 + e

1
2 (x− 1

2 )+
e
1
2

2!

(
x− 1

2

)2

+ · · ·+ e
1
2

k!

(
x− 1

2

)k

+

· · ·+ e
1
2

(n− 1)!

(
x− 1

2

)n−1

+
e
1
2 + θ(x− 1/2)

n!

(
x− 1

2

)n

=
n−1∑

k=0

√
e

k!

(
x− 1

2

)
+

e
1
2+θ

(
x− 1

2

)

n!

(
x− 1

2

)n

(0 < θ < 1)

問題 3.2.9 (p.27) (1) X =
1
x
と置けば， lim

x→0

e−1/x

x
= lim

X→∞

X
eX

= 0 （例題 3.9

の (1) 参照．）
(2) sin xのマクローリン展開 sinx = x−x3

6
+o(x3)から，sin2 x = x2−x4

3
+o(x4)．

これから 1
x2

− 1

sin2 =
sin2 x− x2

x2 sin2 x
=

−x4

3
+ o(x4)

x2(x2 + o(x2))
→ −1

3
(x → 0)

(3) log

(
1 + x
1− x

)1/x

=
1
x
{log(1 + x) − log(1 − x)} =

1
x
{x + O(x2) − (−x +

O(x2)} = 2 +O(x) → 2 (x → 0) したがって，
(
1 + x
1− x

)1/x

→ e2 (x → 0)

問題 3.2.10 (p.28) (1) f(0) = log 2, f (n)(0) = (−1)n−1(n− 1)!

(
3
2

)n

(n !

1), f(x) = log 2 +
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
3
2

)n

n
xn

(2) f(0) = 0, f ′(0) = 1, f (2m)(0) = 0 (m ! 0), f (2m+1)(0) = (−1)m · 12 ·

32 · · · (2m − 1)2 (m ! 1), f(x) = x +
∞∑

m=1

(−1)m
1 · 3 · · · (2m− 1)
2 · 4 · · · (2m)

x2m+1

(2m+ 1)

=
∞∑

m=0

(−1)m
(2m− 1)!!
(2m)!!

x2m+1

2m+ 1
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(4) log(1 + cx) =
n−1∑

k=1

(−1)k−1 c
kxk

k
+ (−1)n−1 cnxn

n(1 + cθx)n
(0 < θ < 1)

(5) cos x =
n−1∑

k=0

cos

(
kπ
2

)

k!
xk +

cos
(
θx+

nπ
2

)

n!
xn (0 < θ < 1)

これは

cosx =

"n−1
2 #∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m +

cos
(
θx+

nπ
2

)

n!
xn (0 < θ < 1)

と書け，これは，n = 2l のとき，

cosx =
l−1∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m + (−1)l

cos θx
(2l)!

x2l (0 < θ < 1)

であり，n = 2l + 1 のときは

cosx =
l−1∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m − (−1)l

sin θx
(2l + 1)!

x2l+1 (0 < θ < 1)

となる．

問題 3.2.8 (p.27) ex = e
1
2 + e

1
2

(
x− 1

2

)
+

e
1
2

2!

(
x− 1

2

)2

+

· · ·+ e
1
2

(n− 1)!

(
x− 1

2

)n−1

+
e
1
2+θ

(
x− 1

2

)

n!

(
x− 1

2

)n

=
n−1∑

k=0

√
e

k!

(
x− 1

2

)k

+
e
1
2+θ

(
x− 1

2

)

n!

(
x− 1

2

)n

(0 < θ < 1)

問題?? (p.??) (1) X =
1
x
と置けば，lim

x→0

e−1/x

x
= lim

X→∞

X
eX

= 0（例題??の (1)

参照．）
(2) sin xのマクローリン展開 sinx = x−x3

6
+o(x3)から，sin2 x = x2−x4

3
+o(x4)．

これから 1
x2

− 1

sin2 =
sin2 x− x2

x2 sin2 x
=

−x4

3
+ o(x4)

x2(x2 + o(x2))
→ −1

3
(x → 0)

(3) log

(
1 + x
1− x

)1/x

=
1
x
{log(1 + x) − log(1 − x)} =

1
x
{x + O(x2) − (−x +

O(x2)} = 2 +O(x) → 2 (x → 0) したがって，
(
1 + x
1− x

)1/x

→ e2 (x → 0)

問題?? (p.??) (1) f(0) = log 2, f (n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

(
3
2

)n

(n ! 1),

f(x) = log 2 +
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
3
2

)n

n
xn

p.192 ↓ 1
問題 3.2.9(2)の解答
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問題?? (p.??) (1) ex =
n−1∑

k=0

xk

k!
+

eθxxn

n!
(0 < θ < 1)

(2) ax =
n−1∑

k=0

(log a)kxk

k!
+

(log a)naθxxn

n!
(0 < θ < 1)

(3)
√
1 + x = 1+

x
2
+

n−1∑

k=2

(−1)k−1 1 · 3 · · · (2k − 3)
2kk!

xk+(−1)n−1 1 · 3 · · · (2n− 3)
2nn!

(1+

θx)−n+1/2xn = 1+
n−1∑

k=1

(−1)k−1 (2k − 3)!!
(2k)!!

xk+(−1)n−1 (2n− 3)!!
(2n)!!

xn

(1 + θx)n−1/2
(0 <

θ < 1)

(4) log(1 + cx) =
n−1∑

k=1

(−1)k−1 c
kxk

k
+ (−1)n−1 cnxn

n(1 + cθx)n
(0 < θ < 1)

(5) cos x =
n−1∑

k=0

cos

(
kπ
2

)

k!
xk +

cos
(
θx+

nπ
2

)

n!
xn (0 < θ < 1)

これは

cosx =

"n−1
2 #∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m +

cos
(
θx+

nπ
2

)

n!
xn (0 < θ < 1)

と書け，これは，n = 2l のとき，

cosx =
l−1∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m + (−1)l

cos θx
(2l)!

x2l (0 < θ < 1)

であり，n = 2l + 1 のときは

cosx =
l−1∑

m=0

(−1)m

(2m)!
x2m − (−1)l

sin θx
(2l + 1)!

x2l+1 (0 < θ < 1)

となる．

問題?? (p.??) ex = e1/2+e1/2(x−1/2)+
e1/2

2!

(
x− 1

2

)2

+· · ·+ e1/2

k!

(
x− 1

2

)k

+

· · ·+ e1/2

(n− 1)!

(
x− 1

2

)n−1

+
e1/2 + θ (x− 1/2)

n!

(
x− 1

2

)n

=
n−1∑

k=0

√
e

k!

(
x− 1

2

)
+

e1/2+θ(x−1/2)

n!

(
x− 1

2

)n

(0 < θ < 1)

問題?? (p.??) (1) X =
1
x
と置けば，lim

x→0

e−1/x

x
= lim

X→∞

X
eX

= 0（例題??の (1)

参照．）
(2) sin xのマクローリン展開 sinx = x−x3

6
+o(x3)から，sin2 x = x2−x4

3
+o(x4)．

これから 1
x2

− 1

sin2 ==
sin2 −x2

x2 sin2 x
=

−x4

3
+ o(x4)

x2(x2 + o(x2))
→ −1

3
(x → 0)
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問題 3.2.8 (p.27) ex = e
1
2 + e

1
2

(
x− 1

2

)
+

e
1
2

2!

(
x− 1

2

)2

+

· · ·+ e
1
2

(n− 1)!

(
x− 1

2

)n−1

+
e
1
2+θ

(
x− 1

2

)

n!

(
x− 1

2

)n

=
n−1∑

k=0

√
e

k!

(
x− 1

2

)k

+
e
1
2+θ

(
x− 1

2

)

n!

(
x− 1

2

)n

(0 < θ < 1)

問題?? (p.??) (1) X =
1
x
と置けば，lim

x→0

e−1/x

x
= lim

X→∞

X
eX

= 0（例題??の (1)

参照．）
(2) sin xのマクローリン展開 sinx = x−x3

6
+o(x3)から，sin2 x = x2−x4

3
+o(x4)．

これから 1
x2

− 1

sin2 x
=

sin2 x− x2

x2 sin2 x
=

−x4

3
+ o(x4)

x2(x2 + o(x2))
→ −1

3
(x → 0)

(3) log

(
1 + x
1− x

)1/x

=
1
x
{log(1 + x) − log(1 − x)} =

1
x
{x + O(x2) − (−x +

O(x2)} = 2 +O(x) → 2 (x → 0) したがって，
(
1 + x
1− x

)1/x

→ e2 (x → 0)

問題?? (p.??) (1) f(0) = log 2, f (n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

(
3
2

)n

(n ! 1),

f(x) = log 2 +
∞∑

n=1

(−1)n−1

(
3
2

)n

n
xn

(2) f(0) = 0, f ′(0) = 1, f (2m)(0) = 0 (m ! 0), f (2m+1)(0) = (−1)m · 12 ·

32 · · · (2m − 1)2 (m ! 1), f(x) = x +
∞∑

m=1

(−1)m
1 · 3 · · · (2m− 1)
2 · 4 · · · (2m)

x2m+1

(2m+ 1)

=
∞∑

m=0

(−1)m
(2m− 1)!!
(2m)!!

x2m+1

2m+ 1

(3) f(0) = 0, f (2m)(0) = 2 · 22 · 42 · · · (2m − 2)2, f (2m+1)(0) = 0 (m !
1), f(x) =

∞∑

m=1

2 · 4 · · · (2m− 2)
3 · 5 · · · (2m− 1)

x2m

m
=

∞∑

m=1

(2m− 2)!!
(2m− 1)!!

x2m

m

(4) f(0) = 0, f (2m−1)(0) = 0,

f (2m)(0) = (2m)!
(−1)m−1

m

(
1 +

1
3
+ · · ·+ 1

2m− 1

)
(m ! 1),

f(x) =
∞∑

m=1

(−1)m−1

m

(
1 +

1
3
+ · · ·+ 1

2m− 1

)
x2m

p.193 ↓ 7, ↓ 11
問題 4.2.1(13)(20) の
解答

(13) x2 +
1

2
log |x2 + 2|

(20)
1

12
log |x− 2| − 1

24
log |x2 + 2x+ 4| − 1

4
√
3
Tan−1 x+ 1√

3

(13) x2 +
1

2
log (x2 + 2)

(20)
1

12
log |x− 2| − 1

24
log (x2 + 2x+ 4)− 1

4
√
3
Tan−1 x+ 1√

3

p.194 ↓ 2, ↓ 4–5
問題 4.3.1(4)(8)(9)の
解答

(4) 2
√
x− 2 log |

√
x+ 1|

(8)
1

2
log |x+

√
x2 + 1| − 1

4

1

(x+
√
x2 + 1)2

(9) −1

2
log | 3

√
x+ 2|+ 1

4
log

∣∣∣ 3
√
x2 − 2 3

√
x+ 4

∣∣∣+ √
3

2
Tan−1

3
√
x− 1√
3

(4) 2
√
x− 2 log (

√
x+ 1)

(8)
1

2
log (x+

√
x2 + 1 )− 1

4

1

(x+
√
x2 + 1)2

(9) −1

2
log | 3

√
x+ 2|+ 1

4
log

(
3
√
x2 − 2 3

√
x+ 4

)
+

√
3

2
Tan−1

3
√
x− 1√
3

p.194 ↓ 8
問題 4.3.1(11)の解答

196 問 題 解 答

1)
√
x+ 1 (6)

√
x2 + 1 (7) −2

3
(x+ 2)

√
1− x

(8)
1
2
log |x+

√
x2 + 1|− 1

4
1

(x+
√
x2 + 1)2

(9) −1
2
log | 3

√
x+ 2|+ 1

4
log
∣∣∣ 3
√
x2 − 2 3

√
x+ 4

∣∣∣+
√
3
2

Tan−1
3
√
x− 1√
3

(10) −
√
1− x
x

+
1
2
log

∣∣∣∣
1−

√
1− x

1 +
√
1− x

∣∣∣∣

(11) t =

√
x− 1
x

と置く．x =
1

1− t2
, dx =

2tdt
(1− t2)2

となるから，

∫ √
x− 1
x

dx =

∫
t · 2t

(1− t2)2
dt =

∫
t · 1

1− t2
−
∫

dt
1− t2

(部分積分)

=
t

1− t2
− 1

2

∫ (
1

1 + t
+

1
1− t

)
dt

=
1

1− t2
− 1

2
log

∣∣∣∣
1 + t
1− t

∣∣∣∣

=x

√
x− 1
x

− 1
2
log

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
x− 1
x

1−
√

x− 1
x

∣∣∣∣∣∣∣∣

ここで根号内が正である場合を考えると x < 0, または x > 1 である．x < 0 のと
き，

√
x2 = −x に注意して，
∫ √

x− 1
x

dx=−
√
x(x− 1)− 1

2
log

∣∣∣∣

√
−x+

√
1− x√

−x−
√
1− x

∣∣∣∣

=−
√
x(x− 1)− log

(√
−x+

√
1− x

)

x > 1 のときには，
√
x2 = x に注意して，

∫ √
x− 1
x

dx=
√

x(x− 1)− 1
2
log

∣∣∣∣

√
x+

√
x− 1√

x−
√
x− 1

∣∣∣∣

=
√

x(x− 1)− log
(√

x+
√
x− 1

)

これらをまとめると，

∫ √
x− 1
x

dx =





−
√
x(x− 1)− log(

√
−x+

√
1− x) (x < 0)

√
x(x− 1)− log(

√
x+

√
x− 1) (x > 1)

(12) 他の計算もあり得るが，(11) の結果を利用してみる．

∫ √
x− 1

x
dx =

∫
t · 2t

(1− t2)2
dt = t · 1

1− t2
−
∫

dt

1− t2
(部分積分)

p.195 ↓ 5–6
問題 4.3.1(12)の解答

問 題 解 答 197

√
x+ a
x− a

=

√
(x− a) + 2a

x− a
=

√√√√√√

x− a
−2a

− 1

x− a
−2a

=

√
y − 1
y

(y = (x− a)/(−2a) と置いた) と変形して，dx = −2ady に注意して，
∫ √

x+ a
x− a

dx=−2a

∫ √
y − 1y dy

=−2a



y

√
y − 1
y

− 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
y − 1
y

1−
√

y − 1
y

∣∣∣∣∣∣∣∣





=(x− a)

√
x+ a
x− a

+ a

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
x+ a
x− a

1−
√

x+ a
x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

ここで根号内が正であるための条件は x < −|a|，または x > |a| であるから，(11)
と同様な考察により，

∫ √
x+ a
x− a

dx =





−
√
x2 − a2 + 2a log(

√
a− x+

√
−a− x) (x < −|a|)

√
x2 − a2 + 2a log(

√
x− a+

√
a+ x) (x > |a|)

=





−
√
x2 − a2 + a log(

√
x2 − a2 − x) (x < −|a|)

√
x2 − a2 + a log(

√
x2 − a2 + x) (x > |a|)

(13) (x− a)

√
x+ a
a− x

+ 2aTan−1

√
x+ a
a− x

(14)
√
x2 + bx+ c− b

2
log

∣∣∣∣x+
b
2
+

√
x2 + bx+ c

∣∣∣∣

(15) −2Tan−1
(√

x2 + 3x− 1− x
)
または 2Tan−1

(
x+

√
x2 + 3x− 1

)
（こ

れらの結果は積分定数の違いになる）．少し解説する．t − x =
√
x2 + 3x− 1 で t

を定めれば，(t − x)2 = x2 + 3x − 1 から x =
t2 + 1
2t+ 3

, dx =
2(t2 + 3t− 1)

(2t+ 3)2
dt

√
x2 + 3x− 1 = t− x =

t2 + 3t− 1
2t+ 3

．これから，
∫

dx

x
√
x2 + 3x− 1

= 2

∫
dt

t2 + 1
= 2Tan−1(x+

√
x2 + 3x− 1)

一方，t+ x =
√
x2 + 3x− 1 とおいて t を定めて計算すれば，

問 題 解 答 197

∫ √
x− 1
x

dx=
√

x(x− 1)− 1
2
log

∣∣∣∣

√
x+

√
x− 1√

x−
√
x− 1

∣∣∣∣

=
√

x(x− 1)− log
(√

x+
√
x− 1

)

これらをまとめると，

∫ √
x− 1
x

dx =





−
√
x(x− 1)− log(

√
−x+

√
1− x) (x < 0)

√
x(x− 1)− log(

√
x+

√
x− 1) (x > 1)

(12) 他の計算もあり得るが，(11) の結果を利用してみる．

√
x+ a
x− a

=

√
(x− a) + 2a

x− a
=

√√√√√√

x− a
−2a

− 1

x− a
−2a

=

√
y − 1
y

(y = (x− a)/(−2a) と置いた) と変形して，dx = −2ady に注意して，
∫ √

x+ a
x− a

dx = −2a

∫ √
y − 1y dy

= −2a



y

√
y − 1
y

− 1
2
log

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
y − 1
y

1−
√

y − 1
y

∣∣∣∣∣∣∣∣





= (x− a)

√
x+ a
x− a

+ a log

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
x+ a
x− a

1−
√

x+ a
x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

ここで根号内が正であるための条件は x < −|a|，または x > |a| であるから，(11)
と同様な考察により，

∫ √
x+ a
x− a

dx =





−
√
x2 − a2 + 2a log(

√
a− x+

√
−a− x) (x < −|a|)

√
x2 − a2 + 2a log(

√
x− a+

√
a+ x) (x > |a|)

=





−
√
x2 − a2 + a log(

√
x2 − a2 − x) (x < −|a|)

√
x2 − a2 + a log(

√
x2 − a2 + x) (x > |a|)

(13) (x− a)

√
x+ a
a− x

+ 2aTan−1

√
x+ a
a− x

(14)
√
x2 + bx+ c− b

2
log

∣∣∣∣x+
b
2
+

√
x2 + bx+ c

∣∣∣∣

p.195 ↑ 6
問題 4.3.1(15)の解答 (15) −2Tan−1

(√
x2 + 3x− 1− 1

) または . . . (15) 2Tan−1
(√

x2 + 3x− 1− 1
) または . . .

p.196 ↓ 2–3
問題 4.3.1(15)の解答

198 問 題 解 答
∫

dx

x
√
x2 + 3x− 1

= 2Tan−1(−x+
√
x2 + 3x− 1)

となる．これらの結果の差はTan−1(x+
√
x2 + 3x− 1)−Tan−1(−x+

√
x2 + 3x− 1)

=






Tan−1 2
3

(
x >

−3 +
√
13

2

)

Tan−1 2
3
− π

(
x <

−3−
√
13

2

) である（問題 2.3.6参照）．

(16)
1√
3
log

∣∣∣∣

√
x2 + 2x+ 3 + x−

√
3√

x2 + 2x+ 3 + x+
√
3

∣∣∣∣または
1√
3
log

∣∣∣∣

√
x2 + 2x+ 3− x−

√
3√

x2 + 2x+ 3− x+
√
3

∣∣∣∣
（積分定数の違い）．

問題?? (p.??) (1) − 2

1 + tan
x
2

(2)
1
2
log
∣∣∣tan

x
2

∣∣∣+ tan
x
2
+

1
4
tan2 x

2

(3) a = 1 のとき tan
x
2

, a = −1 のとき cot
x
2

,

|a| > 1 のとき 2
a− 1

√
a− 1
a+ 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)

=






2√
a2 − 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)
(a > 1)

− 2√
a2 − 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)
(−a < 1)

,

|a| < 1 のとき 1√
1− a2

log

∣∣∣∣∣∣∣∣

tan
x
2
+

√
1 + a
1− a

tan
x
2
−
√

1 + a
1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

(4)
1
ab

Tan−1

(
b
a
tanx

)

(5)
3
8
x+

1
4
sin 2x+

1
32

sin 4x (6)
1
4

(
log

∣∣∣∣
1− sinx
1 + sin x

∣∣∣∣−
1

1 + sin x
+

1
1− sinx

)

(7)
1

2
√
2
log

∣∣∣∣

√
2 + tan x√
2− tanx

∣∣∣∣ (8) log
tan2 x

2
+ 3

tan2 x
2
+ 1

+
4√
3
Tan−1

(
1√
3
tan

x
2

)

問題?? (p.??) (1) 1− π
4

(2) log(1 +
√
2) (3)

√
2− 1

(4)
1
4
(44/3 − 1) (5)

π
6

(6)
16
105

(7)
16
45

(8)
π
4

(9) 2− 2 log 2

(10)
44
15

√
2 (11)

11
8
π (12)

π
2

(13)
2√
7

(
Tan−1

√
7− Tan−1 3√

7

)
=

2√
7
Tan−1 1√

7
(14)

1

2
√
2
log

4 +
√
2

4−
√
2

(15) 2
√
3 + π − 4Tan−1(2 +

√
3) = 2

√
3 − 2

3
π

(
tan

5π
12

= 2 +
√
3 である．例え

196 問 題 解 答
∫ √

x+ a
x− a

dx=−2a

∫ √
y − 1y dy

=−2a



y

√
y − 1
y

− 1
2
log

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
y − 1
y

1−
√

y − 1
y

∣∣∣∣∣∣∣∣





=(x− a)

√
x+ a
x− a

+ a log

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +

√
x+ a
x− a

1−
√

x+ a
x− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

ここで根号内が正であるための条件は x < −|a|，または x > |a| であるから，(11)
と同様な考察により，

∫ √
x+ a
x− a

dx =





−
√
x2 − a2 + 2a log(

√
a− x+

√
−a− x) (x < −|a|)

√
x2 − a2 + 2a log(

√
x− a+

√
a+ x) (x > |a|)

=





−
√
x2 − a2 + a log(

√
x2 − a2 − x) (x < −|a|)

√
x2 − a2 + a log(

√
x2 − a2 + x) (x > |a|)

(13) (x− a)

√
x+ a
a− x

+ 2aTan−1

√
x+ a
a− x

(14)
√
x2 + bx+ c− b

2
log

∣∣∣∣x+
b
2
+

√
x2 + bx+ c

∣∣∣∣

(15) −2Tan−1
(√

x2 + 3x− 1− x
)
または 2Tan−1

(
x+

√
x2 + 3x− 1

)
（こ

れらの結果は積分定数の違いになる）．少し解説する．t − x =
√
x2 + 3x− 1 で t

を定めれば，(t − x)2 = x2 + 3x − 1 から x =
t2 + 1
2t+ 3

, dx =
2(t2 + 3t− 1)

(2t+ 3)2
dt

√
x2 + 3x− 1 = t− x =

t2 + 3t− 1
2t+ 3

．これから，
∫

dx

x
√
x2 + 3x− 1

= 2

∫
dt

t2 + 1
= 2Tan−1(x+

√
x2 + 3x− 1)

一方，t+ x =
√
x2 + 3x− 1 とおいて t を定めて計算すれば，

∫
dx

x
√
x2 + 3x− 1

= 2Tan−1(−x+
√
x2 + 3x− 1)

これらの結果の差は 2
(
Tan−1(x+

√
x2 + 3x− 1)− Tan−1(−x+

√
x2 + 3x− 1)

)

=






2Tan−1 2
3

(
x >

−3 +
√
13

2

)

2Tan−1 2
3
− 2π

(
x <

−3−
√
13

2

) である（問題 2.3.6参照）．

p.196 ↓ 9

問題 4.3.2(3)の解答

198 問 題 解 答
∫

dx

x
√
x2 + 3x− 1

= 2Tan−1(−x+
√
x2 + 3x− 1)

となる．これらの結果の差はTan−1(x+
√
x2 + 3x− 1)−Tan−1(−x+

√
x2 + 3x− 1) =





Tan−1 2
3

(
x >

−3 +
√
13

2

)

Tan−1 2
3
− π

(
x <

−3−
√
13

2

) である（問題??参照）．

(16)
1√
3
log

∣∣∣∣

√
x2 + 2x+ 3 + x−

√
3√

x2 + 2x+ 3 + x+
√
3

∣∣∣∣または
1√
3
log

∣∣∣∣

√
x2 + 2x+ 3− x−

√
3√

x2 + 2x+ 3− x+
√
3

∣∣∣∣
（積分定数の違い）．

問題?? (p.??) (1) − 2

1 + tan
x
2

(2)
1
2
log
∣∣∣tan

x
2

∣∣∣+ tan
x
2
+

1
4
tan2 x

2

(3) a = 1 のとき tan
x
2

, a = −1 のとき cot
x
2

,

|a| > 1 のとき 2
a− 1

√
a− 1
a+ 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)

=






2√
a2 − 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)
(a > 1)

− 2√
a2 − 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)
(−a < 1)

,

|a| < 1 のとき 1√
1− a2

log

∣∣∣∣∣∣∣∣

tan
x
2
+

√
1 + a
1− a

tan
x
2
−
√

1 + a
1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

(4)
1
ab

Tan−1

(
b
a
tanx

)

(5)
3
8
x+

1
4
sin 2x+

1
32

sin 4x (6)
1
4

(
log

∣∣∣∣
1− sinx
1 + sin x

∣∣∣∣−
1

1 + sin x
+

1
1− sinx

)

(7)
1

2
√
2
log

∣∣∣∣

√
2 + tan x√
2− tanx

∣∣∣∣ (8) log
tan2 x

2
+ 3

tan2 x
2
+ 1

+
4√
3
Tan−1

(
1√
3
tan

x
2

)

問題?? (p.??) (1) 1− π
4

(2) log(1 +
√
2) (3)

√
2− 1

(4)
1
4
(44/3 − 1) (5)

π
6

(6)
16
105

(7)
16
45

(8)
π
4

(9) 2− 2 log 2

(10)
44
15

√
2 (11)

11
8
π (12)

π
2

(13)
2√
7

(
Tan−1

√
7− Tan−1 3√

7

)
=

2√
7
Tan−1 1√

7
(14)

1

2
√
2
log

4 +
√
2

4−
√
2

(15) 2
√
3 + π − 4Tan−1(2 +

√
3) = 2

√
3 − 2

3
π

(
tan

5π
12

= 2 +
√
3 である．例え

198 問 題 解 答
∫

dx

x
√
x2 + 3x− 1

= 2Tan−1(−x+
√
x2 + 3x− 1)

となる．これらの結果の差はTan−1(x+
√
x2 + 3x− 1)−Tan−1(−x+

√
x2 + 3x− 1) =





Tan−1 2
3

(
x >

−3 +
√
13

2

)

Tan−1 2
3
− π

(
x <

−3−
√
13

2

) である（問題 2.3.6参照）．

(16)
1√
3
log

∣∣∣∣

√
x2 + 2x+ 3 + x−

√
3√

x2 + 2x+ 3 + x+
√
3

∣∣∣∣または
1√
3
log

∣∣∣∣

√
x2 + 2x+ 3− x−

√
3√

x2 + 2x+ 3− x+
√
3

∣∣∣∣
（積分定数の違い）．

問題 4.3.2 (p.39) (1) − 2

1 + tan
x
2

(2)
1
2
log
∣∣∣tan

x
2

∣∣∣+ tan
x
2
+

1
4
tan2 x

2

(3) a = 1 のとき tan
x
2

, a = −1 のとき cot
x
2

,

|a| > 1 のとき 2
a− 1

√
a− 1
a+ 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)

=






2√
a2 − 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)
(a > 1)

− 2√
a2 − 1

Tan−1

(√
a− 1
a+ 1

tan
x
2

)
(a < −1)

,

|a| < 1 のとき 1√
1− a2

log

∣∣∣∣∣∣∣∣

tan
x
2
+

√
1 + a
1− a

tan
x
2
−
√

1 + a
1− a

∣∣∣∣∣∣∣∣

(4)
1
ab

Tan−1

(
b
a
tanx

)

(5)
3
8
x+

1
4
sin 2x+

1
32

sin 4x (6)
1
4

(
log

∣∣∣∣
1− sinx
1 + sin x

∣∣∣∣−
1

1 + sin x
+

1
1− sinx

)

(7)
1

2
√
2
log

∣∣∣∣

√
2 + tan x√
2− tanx

∣∣∣∣ (8) log
tan2 x

2
+ 3

tan2 x
2
+ 1

+
4√
3
Tan−1

(
1√
3
tan

x
2

)

問題 4.4.1 (p.41) (1) 1− π
4

(2) log(1 +
√
2) (3)

√
2− 1

(4)
1
4
(44/3 − 1) (5)

π
6

(6)
16
105

(7)
16
45

(8)
π
4

(9) 2− 2 log 2

(10)
44
15

√
2 (11)

11
8
π (12)

π
2

(13)
2√
7

(
Tan−1

√
7− Tan−1 3√

7

)
=

2√
7
Tan−1 1√

7
(14)

1

2
√
2
log

4 +
√
2

4−
√
2

(15) 2
√
3 + π − 4Tan−1(2 +

√
3) = 2

√
3 − 2

3
π

(
tan

5π
12

= 2 +
√
3 である．例え



第 7刷→第 8刷で修正（前頁から続く）

場所 修正前 修正後
p.196 ↑ 6
問題 4.3.2(8)の解答 (8) log

tan2
x

2
+ 3

tan2
x

2
+ 1

+
4√
3
Tan−1

(
1√
3
tan

x

2

)
(8) log (2 + cosx) +

4√
3
Tan−1

(
1√
3
tan

x

2

)
p.197 ↓ 6
問題 4.4.4(7)の解答 (7)

1

a
log

(ea + 1)2

4ea
(7)

2

a
log

ea + 1

2
− 1 または 2

a
log

(
cosh

a

2

)

p.197
問題4.4.6(4)(5)の解答

198 問 題 解 答

問題 4.4.3 (p.42) (1)
π
2
− 1 (2)

π2

72
(3)

π2

32
(4)

π
4
− 1

2
log 2 (5)

π
8

問題 4.4.4 (p.42) (1) 0 (2) e (3) 1 +
1
2
log

2
e2 + 1

(4) − 1
2e

+
1
2

(5) −2e+ 6 (6)
2
π

(7)
1
a
log

(ea + 1)2

4ea

問題 4.4.5 (p.43) (1) log 2 (2)
π
4

(3)
π√
2

(4) 発散 (5)
π
2

(6) −4
9

(7) 発散 (8) 1

問題 4.4.6 (p.43) (1) 収束 (2) α > 1 のとき収束，α ! 1 のとき発散
(3) 発散
(4),(5) について： x = 0 の近くでの被積分関数の挙動は簡単にわかる（有界連続で
ある）から以下 x → ∞ のときの挙動を問題にする．以下のことを理解するには級数
に関する初等的知識が必要である．

(4) について：

| sinx|
x

"






2(x− nπ)(
n+

1
2
π

)
π

nπ ! x !
(
n+

1
2

)
π

2(−x+ (n+ 1)π))(
n+

1
2
π

)
π

(
n+

1
2

)
π ! x ! (n+ 1)π

(n = 1, 2, · · · )

に注意すれば（このことは図を描いてみればすぐわかる），
∫ (n+1)π

nπ

| sinx|
x

dx >
1

2n+ 1

であるから，0 < n < T のとき
∫ T

0

| sinx|
x

dx >

∫ nπ

0

| sinx|
x

dx >
n−1∑

m=1

1
2m+ 1

と

なる．この右辺は n → ∞ のとき ∞ に発散する．したがって (4) の積分は発散する．
(5) について： m が正の整数のとき，0 <

∫ 2m+1

2m

sinx
x

dx <
1
2m
である．一方，

0 >

∫ 2m+2

2m+1

sinx
x

dx > − 1
2m+ 1

である．したがって，級数
∞∑

n=0

∫ (n+1)π

nπ

sinx
x

dx

は交項級数であって，かつその項は n → ∞ のとき 0 に収束するから，この級数は収
束している．この級数の収束から積分の収束が得られることは nπ ! T ! (n + 1)π

である T について
∣∣∣∣
∫ T

nπ

sinx
x

dx

∣∣∣∣ !
1
n
となることからわかる．

問題 4.4.7 (p.44) (1) 2xf(x2)− f(x) (2) f(x)− f(a)

問題 4.4.8 (p.44) (1)
2x+ 1√
x2 + x+ 1

(2)
1

x+ 1
(3)

√
x+ 2 4

√
x3 − 1

2
√
x(1 +

√
x)(1 + 4

√
x)

198 問 題 解 答

問題?? (p.??) (1)
π
2
− 1 (2)

π2

72
(3)

π2

32
(4)

π
4
− 1

2
log 2 (5)

π
8

問題?? (p.??) (1) 0 (2) e (3) 1 +
1
2
log

2
e2 + 1

(4) − 1
2e

+
1
2

(5) −2e+ 6 (6)
2
π

(7)
1
a
log

(ea + 1)2

4ea

問題?? (p.??) (1) log 2 (2)
π
4

(3)
π√
2

(4) 発散 (5)
π
2

(6) −4
9

(7) 発散 (8) 1

問題?? (p.??) (1) 収束 (2) α > 1 のとき収束，α ! 1 のとき発散
(3) 発散

(4) について： an =

∫ (n+1)π

nπ

sinx
x

dx = (−1)n
∫ π

0

sinx
x+ nπ

dx (n " 0) とおく．
sinxは積分区間内で符号を変えないから，

|an| =
∫ (n+1)π

nπ

| sinx|
x

dx =

∫ π

0

sinx
x+ nπ

dx "
∫ π

0

sinx
(n+ 1)π

dx " 2
(n+ 1)π

.

同様にして |an| ! 2
nπ

(n " 1, (5)の最後で用いる)．これより，m " 1 に対して

∫ mπ

0

| sinx|
x

dx =
m−1∑

n=0

∫ (n+1)π

nπ

| sinx|
x

dx " 2
π

m∑

n=1

1
n

→ ∞ (m → ∞).

よって (4)の広義積分は (∞に)発散する．

(5) について： bn =

∫ 2(n+1)π

2nπ

sinx
x

dx = a2n−a2n+1 (n " 0) とおく．n " 1なら

0 < bn =

∫ π

0

(
sinx

x+ 2nπ
− sinx

x+ (2n+ 1)π

)
dx

=

∫ π

0

π sinx
(x+ 2nπ)(x+ (2n+ 1)π)

dx ! 2
2n(2n+ 1)π

! 1
2n2π

.

正数 d (十分大)に対して，2ndπ < d ! 2(nd + 1)π となる自然数 nd が定まり，
∫ d

0

sinx
x

dx = b0 +
nd−1∑

n=1

bn +

∫ d

2ndπ

sinx
x

dx.

ここで，d → ∞ (従って nd → ∞)とすれば，上述の bn に関する不等式より右辺の第
2項は収束し，0 <= (右辺の第 3項) <= a2nd → 0．よって (5)の広義積分は収束する．
ああああああああああああああああああああああああああああ
あああああああああああああああああああああああああああああ
あああああああああああああああああああ

p.198 ↓ 9
問題 4.4.10(7)の解答 (7)

π

2
a2 (7)

π

8
a2

p.198 ↓ 11
問題 4.4.11(2)の解答 (2)

3√
2
+

1

4
log

(
3 + 2

√
2
)

(2)
3√
2
+

1

2
log

(
1 +

√
2
)

p.199 ↓ 4–5

問題 5.1.3(5)の解答

問 題 解 答 201

(4) fx = y cos(xy), fy = x cos(xy), fxx = −y2 sin(xy), fxy = fyx =

cos(xy)− xy sin(xy) fyy = −x2 sin(xy)

(5) fx =

cos

(
x
y

)

y
, fy = − x

y2
cos

(
x
y

)
, fxx = −

sin

(
x
y

)

y2
, fxy = fyx =

−
cos

(
x
y

)

y2
+

x
y3

sin

(
x
y

)
, fyy =

2x
y3

cos

(
x
y

)
− x2

y4
sin

(
x
y

)

(6) fx = 2xex
2+y2

, fy = 2yex
2+y2

, fxx = (2 + 4x2)ex
2+y2

, fxy = fyx =

4xyex
2+y2

, fyy = (2 + 4y2)ex
2+y2

(7) fx = yexy, fy = xexy, fxx = y2exy, fxy = fyx = exy+xyexy, fyy =

x2exy

(8) fx =
1

x log y
, fy = − log x

y(log y)2
, fxx = − 1

x2 log y
,

fxy = fyx = − 1
xy(log y)2

, fyy = 2
log x

y2(log y)3
+

log x
y2(log y)2

(9) fx =
−x2y + y3

(x2 + y2)2
, fy =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
, fxx =

2x3y − 6xy3

(x2 + y2)3
, fxy = fyx =

−x4 + 6x2y2 − y4

(x2 + y2)3
, fyy =

−6x3y + 2xy3

(x2 + y2)3

(10) f(x, y) は
∣∣∣
y
x

∣∣∣ ! 1 のとき定義され，
∣∣∣
y
x

∣∣∣ < 1 のとき何回でも偏微分可能で
ある．

fx = − y sgn x

x
√
x2 − y2

, fy =
sgn x√
x2 − y2

, fxx =
y(2x2 − y2) sgn x
x2(x2 − y2)3/2

,

fxy = fyx = − x sgn x
(x2 − y2)3/2

, fyy =
y sgn x

(x2 − y2)3/2(
ここで，sgn x =

{
1 (x > 0)

−1 (x < 0)
と定義する．

)

問題 5.1.4 (p.51) (1) 0 (2)
1√

(x2 + y2)3
(3) 0 (4) 0 (5) 0 (6) 0

(7) 0

問題 5.2.1 (p.52) (1) − 2
1 + t2

．(2)
3
√
3

4
．(3)

22
17
．

問題5.2.2 (p.52) (1)
3
7
．(2) zu =

4u+ 2uv
1 + (2u2 − v2 + u2v)2

,zv =
u2 − 2v

1 + (2u2 − v2 + u2v)2
．

(3) zu =
−2u3 + u2v + v3

u2(u2 + v2)2
e−

v
u , zv = − (u+ v)2

u(u2 + v2)2
e−

v
u．(4) zu = 0, zv =

8e4v

(e4v + 1)2
．

問 題 解 答 201

問題?? (p.??) (1)
3
2

√
10+

1
2
log
(
3 +

√
10
)

(2)
πa
2

(3)
a
b

√
1 + b2

(
e2πb − 1

)

5章
問題?? (p.??) (1) (a) 0 (b) 0 (c) 存在しない (2) (a) 存在しない (b)

存在しない (c) 存在しない (3) (a) −1 (b) 1 (c) 存在しない (4) (a) −1

(b) 0 (c) 存在しない (5) (a) 0 (b) 0 (c) 0 (6) (a) 0 (b) 存在しない
(c) 0 (7) (a) 存在しない (b) 存在しない (c) 0

問題?? (p.??) (1) 原点以外で連続，原点で不連続． (2) 全平面で連続． (3)

原点以外で連続，原点で不連続．

問題?? (p.??) (1) fx = 6x− 4y, fy = −4x+ 10y, fxx = 6,

fxy = fyx = −4, fyy = 10

(2) fx =
x√

x2 − y2
, fy = − y√

x2 − y2
, fxx = − y2

√
(x2 − y2)3

,

fxy = fyx =
xy√

(x2 − y2)3
, fyy = − x2

√
(x2 − y2)3

(3) fx =
1
y
, fy = − x

y2
, fxx = 0, fxy = fyx = − 1

y2
, fyy =

2x
y3

(4) fx = y cos(xy), fy = x cos(xy), fxx = −y2 sin(xy), fxy = fyx =

cos(xy)− xy sin(xy) fyy = −x2 sin(xy)

(5) fx =
1
y
cos

(
x
y

)
, fy = − x

y2
cos

(
x
y

)
, fxx = − 1

y2
sin

(
x
y

)
, fxy =

fyx = − 1
y2

cos

(
x
y

)
+

x
y3

sin

(
x
y

)
, fyy =

2x
y3

cos

(
x
y

)
− x2

y4
sin

(
x
y

)

(6) fx = 2xex
2+y2

, fy = 2yex
2+y2

, fxx = (2 + 4x2)ex
2+y2

, fxy = fyx =

4xyex
2+y2

, fyy = (2 + 4y2)ex
2+y2

(7) fx = yexy, fy = xexy, fxx = y2exy, fxy = fyx = exy+xyexy, fyy =

x2exy

(8) fx =
1

x log y
, fy = − log x

y(log y)2
, fxx = − 1

x2 log y
,

fxy = fyx = − 1
xy(log y)2

, fyy = 2
log x

y2(log y)3
+

log x
y2(log y)2

(9) fx =
−x2y + y3

(x2 + y2)2
, fy =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
, fxx =

2x3y − 6xy3

(x2 + y2)3
, fxy = fyx =

−x4 + 6x2y2 − y4

(x2 + y2)3
, fyy =

−6x3y + 2xy3

(x2 + y2)3

(10) f(x, y) は
∣∣∣
y
x

∣∣∣ ! 1 のとき定義され，
∣∣∣
y
x

∣∣∣ < 1 のとき何回でも偏微分可能で
ある．

p.199 ↓ 8, 11
問題 5.1.3(7)(8)の解答

問 題 解 答 201

(4) fx = y cos(xy), fy = x cos(xy), fxx = −y2 sin(xy), fxy = fyx =

cos(xy)− xy sin(xy) fyy = −x2 sin(xy)

(5) fx =

cos

(
x
y

)

y
, fy = − x

y2
cos

(
x
y

)
, fxx = −

sin

(
x
y

)

y2
, fxy = fyx =

−
cos

(
x
y

)

y2
+

x
y3

sin

(
x
y

)
, fyy =

2x
y3

cos

(
x
y

)
− x2

y4
sin

(
x
y

)

(6) fx = 2xex
2+y2

, fy = 2yex
2+y2

, fxx = (2 + 4x2)ex
2+y2

, fxy = fyx =

4xyex
2+y2

, fyy = (2 + 4y2)ex
2+y2

(7) fx = yexy, fy = xexy, fxx = y2exy, fxy = fyx = exy+xyexy, fyy =

x2exy

(8) fx =
1

x log y
, fy = − log x

y(log y)2
, fxx = − 1

x2 log y
,

fxy = fyx = − 1
xy(log y)2

, fyy = 2
log x

y2(log y)3
+

log x
y2(log y)2

(9) fx =
−x2y + y3

(x2 + y2)2
, fy =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
, fxx =

2x3y − 6xy3

(x2 + y2)3
, fxy = fyx =

−x4 + 6x2y2 − y4

(x2 + y2)3
, fyy =

−6x3y + 2xy3

(x2 + y2)3

(10) f(x, y) は
∣∣∣
y
x

∣∣∣ ! 1 のとき定義され，
∣∣∣
y
x

∣∣∣ < 1 のとき何回でも偏微分可能で
ある．

fx = − y sgn x

x
√
x2 − y2

, fy =
sgn x√
x2 − y2

, fxx =
y(2x2 − y2) sgn x
x2(x2 − y2)3/2

,

fxy = fyx = − x sgn x
(x2 − y2)3/2

, fyy =
y sgn x

(x2 − y2)3/2(
ここで，sgn x =

{
1 (x > 0)

−1 (x < 0)
と定義する．

)

問題?? (p.??) (1) 0 (2)
1√

(x2 + y2)3
(3) 0 (4) 0 (5) 0 (6) 0

(7) 0

問題?? (p.??) (1) − 2
1 + t2

．(2)
3
√
3

4
．(3)

22
17
．

問題?? (p.??) (1)
3
7
．(2) zu =

4u+ 2uv
1 + (2u2 − v2 + u2v)2

,zv =
u2 − 2v

1 + (2u2 − v2 + u2v)2
．

(3) zu =
−2u3 + u2v + v3

u2(u2 + v2)2
e−

v
u , zv = − (u+ v)2

u(u2 + v2)2
e−

v
u．(4) zu = 0, zv =

8e4v

(e4v + 1)2
．

問 題 解 答 201

(b) 0 (c) 存在しない (5) (a) 0 (b) 0 (c) 0 (6) (a) 0 (b) 存在しない
(c) 0 (7) (a) 存在しない (b) 存在しない (c) 0

問題 5.1.2 (p.50) (1) 原点以外で連続，原点で不連続． (2) 全平面で連続． (3)

原点以外で連続，原点で不連続．

問題 5.1.3 (p.51) (1) fx = 6x− 4y, fy = −4x+ 10y, fxx = 6,

fxy = fyx = −4, fyy = 10

(2) fx =
x√

x2 − y2
, fy = − y√

x2 − y2
, fxx = − y2

√
(x2 − y2)3

,

fxy = fyx =
xy√

(x2 − y2)3
, fyy = − x2

√
(x2 − y2)3

(3) fx =
1
y
, fy = − x

y2
, fxx = 0, fxy = fyx = − 1

y2
, fyy =

2x
y3

(4) fx = y cos(xy), fy = x cos(xy), fxx = −y2 sin(xy), fxy = fyx =

cos(xy)− xy sin(xy) fyy = −x2 sin(xy)

(5) fx =
1
y
cos

(
x
y

)
, fy = − x

y2
cos

(
x
y

)
, fxx = − 1

y2
sin

(
x
y

)
, fxy =

fyx = − 1
y2

cos

(
x
y

)
+

x
y3

sin

(
x
y

)
, fyy =

2x
y3

cos

(
x
y

)
− x2

y4
sin

(
x
y

)

(6) fx = 2xex
2+y2

, fy = 2yex
2+y2

, fxx = (2 + 4x2)ex
2+y2

, fxy = fyx =

4xyex
2+y2

, fyy = (2 + 4y2)ex
2+y2

(7) fx = yexy, fy = xexy, fxx = y2exy, fxy = fyx = (1 + xy)exy, fyy =

x2exy

(8) fx =
1

x log y
, fy = − log x

y(log y)2
, fxx = − 1

x2 log y
,

fxy = fyx = − 1
xy(log y)2

, fyy =
(2 + log y) log x

y2(log y)3

(9) fx =
−x2y + y3

(x2 + y2)2
, fy =

x3 − xy2

(x2 + y2)2
, fxx =

2x3y − 6xy3

(x2 + y2)3
, fxy = fyx =

−x4 + 6x2y2 − y4

(x2 + y2)3
, fyy =

−6x3y + 2xy3

(x2 + y2)3

(10) f(x, y) は
∣∣∣
y
x

∣∣∣ ! 1 のとき定義され，
∣∣∣
y
x

∣∣∣ < 1 のとき何回でも偏微分可能で
ある．

fx = − y sgn x

x
√
x2 − y2

, fy =
sgn x√
x2 − y2

, fxx =
y(2x2 − y2) sgn x
x2(x2 − y2)3/2

,

fxy = fyx = − x sgn x
(x2 − y2)3/2

, fyy =
y sgn x

(x2 − y2)3/2(
ここで，sgn x =

{
1 (x > 0)

−1 (x < 0)
と定義する．

)

p.207 ↓ 2
問題 7.1.9(2)の解答
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1√
4n− 3

+
1√

4n− 1
− 1√

2n
∼

√
2− 1√
2n

より発散

問題 7.1.3 (p.77) (1)
a

(1− a)2

( ∞∑

n=1

nan−1 =
( 1
1− a

)′
を用いてもよい

)

(2)
a(a+ 1)
(1− a)3

(
(1) と

∞∑

n=2

n(n− 1)an−2 =
( 1
1− a

)′′
を用いてもよい

)

問題 7.1.4 (p.77) an = (−1)n + 2 (1 ! n
√
an ! n

√
3 → 1 (n → ∞))

問題 7.1.5 (p.77) (1) n に関する帰納法と en < e を用いる．
(2) (1) を使い，en+1

en
> 1,

e−n

e−n−1
> 1 を示し，e < e−n−1 は 1 < e−n−1 < e−n よ

り従う． (3) (2) を利用する．

問題 7.1.6 (p.79) (1) 1 (2) 1 (3) 2 (4) 1 (5) 1 (ζn ∼ log n)

(6) 1
(n
e
< (n!)

1
n ! n

)

問題 7.1.7 (p.79)
∞∑

n=0

(x
r

)n
,

∞∑

n=0

n
(x
r

)n
, · · ·

(
一般に，収束半径 r1 の整級数

∞∑

n=0

anx
n において，x を r1

r2
x で置き換えた整級数

∞∑

n=0

an
rn1 x

n

rn2
の収束半径は |r2| であることが収束半径の性質より容易にわかる．

)

問題 7.1.8 (p.80) (2) 左辺を２項定理で展開する．
(3) 単調増加数列であることを示す.

(4)
(
1 +

x
n

)n
=

n∑

k=0

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)xk

k!

"
N∑

k=0

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)xk

k!
(n " N)

(5) an, −bn について，(1) ∼ (4) の推論を行う．

問題 7.1.9 (p.82) (1)
∞∑

n=0

(log a)nxn

n!
(−∞ < x < ∞)

(2)
1

(x+ 1)3
=

1
2

( 1
1 + x

)′′
=

1
2

∞∑

n=2

(−1)nn(n− 1)xn−2 (|x| < 1)

(3) log(x+
√
2 + x2) =

log 2
2

+

∫ x

0

dt√
2 + t2

=
log 2
2

+
1√
2

∞∑

n=0

(−1)n
(2n− 1)!!x2n+1

(2n)!!2n(2n+ 1)

(|x| <
√
2)
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(3) 単調増加数列であることを示す.

(4)
(
1 +

x
n

)n
=

n∑

k=0

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)xk

k!

!
N∑

k=0

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)xk

k!
(n ! N)

(5) an, −bn について，(1) ∼ (4) の推論を行う．

問題 7.1.9 (p.82) (1)
∞∑

n=0

(log a)nxn

n!
(−∞ < x < ∞)

(2)
1

(x+ 1)3
=

1
2

( 1
1 + x

)′′
=

1
2

∞∑

n=0

(−1)n(n+ 1)(n+ 2)xn (|x| < 1)

(3) log(x+
√
2 + x2) =

log 2
2

+

∫ x

0

dt√
2 + t2

=
log 2
2

+
1√
2

∞∑

n=0

(−1)n
(2n− 1)!!x2n+1

(2n)!!2n(2n+ 1)

(|x| <
√
2)

(4) sin2 x =
1
2
− cos 2x

2
=

1
2
− 1

2

∞∑

n=0

(−4)n

(2n)!
x2n (−∞ < x < ∞)

(5) e−2x cos2 x =
e−2x

2
+

e−2x cos 2x
2

=
1
2

∞∑

n=0

(−2)n
(
1 + 2

n
2 cos

nπ
4

)xn

n!
(−∞ < x < ∞)

(6) ex log(1 + x) =
∞∑

n=1

( n∑

k=1

(−1)k+1

(n− k)!k

)
xn (|x| < 1)

(7) (log(1 + x))2 = 2
∞∑

n=2

(−1)n

n

(n−1∑

k=1

1
k

)
xn (|x| < 1)

(8) (Sin−1x)2 =
∞∑

n=1

(2n− 2)!!
(2n− 1)!!

x2n

n
(|x| < 1)

問題?? (p.??) (1) 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
を用いる．

(2) z
√
1− y2 = Sin−1y の両辺を y で微分する．

(3) a1+
∞∑

n=1

{(n+1)an+1−nan−1}yn = 1より，a0 = 0, a1 = 1, an =
n− 1
n

an−2

(n = 2, 3, 4, · · · )

問題?? (p.??) (1)

∫ 1√
2

0

x8n+k−1 dx =
1

16n2
k
2 (8n+ k)

に注目して項別積分．

(2) 左辺を (1) を使って定積分に直し，y =
√
2x と変数変換して計算する．

以下，C, C1, C2 等は任意定数を表すものとする．
問題?? (p.??) (1) y = C1x

2 + C2x+ C3

(2) y = x Sin−1x+ (1/3)(x2 + 2)
√
1− x2 + C1x+ C2

p.207 ↓ 6
問題 7.1.9(5)の解答
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(4) sin2 x =
1
2
− cos 2x

2
=

1
2
− 1

2

∞∑

n=0

(−4)n

(2n)!
x2n (−∞ < x < ∞)

(5) e−2x cos2 x =
e−2x

2
+

e−2x cos 2x
2

=
1
2

∞∑

n=0

{
(−2)n + (−1)n2

n
2 cos

nπ
4

} xn

n!

(−∞ < x < ∞)

(6) ex log(1 + x) =
∞∑

n=1

( n∑

k=1

(−1)k+1

(n− k)!k

)
xn (|x| < 1)

(7) (log(1 + x))2 = 2
∞∑

n=2

(−1)n

n

(n−1∑

k=1

1
k

)
xn (|x| < 1)

(8) (Sin−1x)2 =
∞∑

n=1

(2n− 2)!!
(2n− 1)!!

x2n

n
(|x| < 1)

問題 7.1.10 (p.83) (1) 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
を用いる．

(2) z
√

1− y2 = Sin−1y の両辺を y で微分する．

(3) a1+
∞∑

n=1

{(n+1)an+1−nan−1}yn = 1より，a0 = 0, a1 = 1, an =
n− 1
n

an−2

(n = 2, 3, 4, · · · )

問題 7.1.11 (p.83) (1)

∫ 1√
2

0

x8n+k−1 dx =
1

16n2
k
2 (8n+ k)

に注目して項別積分．

(2) 左辺を (1) を使って定積分に直し，y =
√
2x と変数変換して計算する．

以下，C, C1, C2 等は任意定数を表すものとする．
問題 7.2.1 (p.86) (1) y = ax2 + bx+ c（a, b, c は任意定数）

(2) y = x Sin−1x+
1
3
(x2 + 2)

√
1− x2 + C1x+ C2

(3) a $= b のとき，y =
a± be(a−b)(x+C)

1± e(a−b)(x+C)
（複号同順）

a = b のとき，y = a− 1/(x+ C)

(4) y = a log
a+

√
a2 − x2

x
−

√
a2 − x2 + C

(5) z = ax+ by + c とおく．b $= 0 のとき，
3(ax+by+c)

2
3 /(2b)−3a(ax+by+c)

1
3 /b2+(3a2/b) log |b(ax+by+c)1/3+a| = x+C

b = 0 のとき，y = 3(ax+ c)/4 + C

(6) 両辺に 3をかけると，左辺はある xの関数の導関数になる． x3−3axy+y3 = C

(7) y2 + 2xy − x2 = C

(8) y2 + y
√
x2 + y2 = x log |x

√
x2 + y2 − xy|+ Cx2

(9) z = x− y − 1 とおく． 2x− 8y + log |x− y|− 9 log |x− y + 2| = C

(10) u = x− 1, v = y + 2 とおく． (x− y − 3)3(7x+ 5y + 3) = C
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(4) sin2 x =
1
2
− cos 2x

2
=

1
2
− 1

2

∞∑

n=0

(−4)n

(2n)!
x2n (−∞ < x < ∞)

(5) e−2x cos2 x =
e−2x

2
+

e−2x cos 2x
2

=
1
2

∞∑

n=0

(−2)n
(
1 + 2

n
2 cos

nπ
4

)xn

n!
(−∞ < x < ∞)

(6) ex log(1 + x) =
∞∑

n=1

( n∑

k=1

(−1)k+1

(n− k)!k

)
xn (|x| < 1)

(7) (log(1 + x))2 = 2
∞∑

n=2

(−1)n

n

(n−1∑

k=1

1
k

)
xn (|x| < 1)

(8) (Sin−1x)2 =
∞∑

n=1

(2n− 2)!!
(2n− 1)!!

x2n

n
(|x| < 1)

問題 7.1.10 (p.83) (1) 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
を用いる．

(2) z
√

1− y2 = Sin−1y の両辺を y で微分する．

(3) a1+
∞∑

n=1

{(n+1)an+1−nan−1}yn = 1より，a0 = 0, a1 = 1, an =
n− 1
n

an−2

(n = 2, 3, 4, · · · )

問題 7.1.11 (p.83) (1)

∫ 1√
2

0

x8n+k−1 dx =
1

16n2
k
2 (8n+ k)

に注目して項別積分．

(2) 左辺を (1) を使って定積分に直し，y =
√
2x と変数変換して計算する．

以下，C, C1, C2 等は任意定数を表すものとする．
問題 7.2.1 (p.86) (1) y = C1x

2 + C2x+ C3

(2) y = x Sin−1x+ (1/3)(x2 + 2)
√
1− x2 + C1x+ C2

(3) a $= b のとき，y =
a− Cbe(a−b)x

1− Ce(a−b)x
, y = b

a = b のとき，y = a− 1/(x+ C), y = a

(4) y = a log
∣∣∣
a+

√
a2 − x2

x

∣∣∣−
√
a2 − x2 + C

(5) z = 3
√

ax+by+cとおく．b $= 0のとき，(3/2b)(ax+by+c)2/3−(3a/b2)(ax+

by + c)1/3 + (3a2/b3) log |a+ b(ax+ by + c)1/3| = x + C. b = 0 かつ a $= 0 のと
き，y = (3/4a)(ax+ c)4/3 + C. b = a = 0のとき，y = c1/3x+ C.

(6) (x2−ay)dx+(y2−ax)dy = 0と表せば完全微分形 (p.90). y3−3axy+x3 = C

(7) y2 + 2xy − x2 = C (または y = −x±
√
2x2 + C )

(8) y(
√

x2 + y2 + y) = x2(log[|x|(
√

x2 + y2 − y)] + C
)

(9) z = x− y とおく. 2x − 8y + log |x − y| − 9 log |x − y + 2| = C, y = x,

y = x+ 2 (10) u = x− 1, v = y + 2 とおく. (x− y − 3)3(7x+ 5y + 3) = C

p.207 ↑ 6

∼ p.208 ↓ 7

問題 7.2.1の解答
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(4) sin2 x =
1
2
− cos 2x

2
=

1
2
− 1

2

∞∑

n=0

(−4)n

(2n)!
x2n (−∞ < x < ∞)

(5) e−2x cos2 x =
e−2x

2
+

e−2x cos 2x
2

=
1
2

∞∑

n=0

{
(−2)n + (−1)n2

n
2 cos

nπ
4

} xn

n!

(−∞ < x < ∞)

(6) ex log(1 + x) =
∞∑

n=1

( n∑

k=1

(−1)k+1

(n− k)!k

)
xn (|x| < 1)

(7) (log(1 + x))2 = 2
∞∑

n=2

(−1)n

n

(n−1∑

k=1

1
k

)
xn (|x| < 1)

(8) (Sin−1x)2 =
∞∑

n=1

(2n− 2)!!
(2n− 1)!!

x2n

n
(|x| < 1)

問題 7.1.10 (p.83) (1) 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
を用いる．

(2) z
√

1− y2 = Sin−1y の両辺を y で微分する．

(3) a1+
∞∑

n=1

{(n+1)an+1−nan−1}yn = 1より，a0 = 0, a1 = 1, an =
n− 1
n

an−2

(n = 2, 3, 4, · · · )

問題 7.1.11 (p.83) (1)

∫ 1√
2

0

x8n+k−1 dx =
1

16n2
k
2 (8n+ k)

に注目して項別積分．

(2) 左辺を (1) を使って定積分に直し，y =
√
2x と変数変換して計算する．

以下，C, C1, C2 等は任意定数を表すものとする．
問題 7.2.1 (p.86) (1) y = ax2 + bx+ c（a, b, c は任意定数）

(2) y = x Sin−1x+
1
3
(x2 + 2)

√
1− x2 + C1x+ C2

(3) a $= b のとき，y =
a± be(a−b)(x+C)

1± e(a−b)(x+C)
（複号同順）

a = b のとき，y = a− 1/(x+ C)

(4) y = a log
a+

√
a2 − x2

x
−

√
a2 − x2 + C

(5) z = ax+ by + c とおく．b $= 0 のとき，
3(ax+by+c)

2
3 /(2b)−3a(ax+by+c)

1
3 /b2+(3a2/b) log |b(ax+by+c)1/3+a| = x+C

b = 0 のとき，y = 3(ax+ c)/4 + C

(6) 両辺に 3をかけると，左辺はある xの関数の導関数になる． x3−3axy+y3 = C

(7) y2 + 2xy − x2 = C

(8) y2 + y
√
x2 + y2 = x log |x

√
x2 + y2 − xy|+ Cx2

(9) z = x− y − 1 とおく． 2x− 8y + log |x− y|− 9 log |x− y + 2| = C

(10) u = x− 1, v = y + 2 とおく． (x− y − 3)3(7x+ 5y + 3) = C
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(4) sin2 x =
1
2
− cos 2x

2
=

1
2
− 1

2

∞∑

n=0

(−4)n

(2n)!
x2n (−∞ < x < ∞)

(5) e−2x cos2 x =
e−2x

2
+

e−2x cos 2x
2

=
1
2

∞∑

n=0

{
(−2)n + (−1)n2

n
2 cos

nπ
4

} xn

n!

(−∞ < x < ∞)

(6) ex log(1 + x) =
∞∑

n=1

( n∑

k=1

(−1)k+1

(n− k)!k

)
xn (|x| < 1)

(7) (log(1 + x))2 = 2
∞∑

n=2

(−1)n

n

(n−1∑

k=1

1
k

)
xn (|x| < 1)

(8) (Sin−1x)2 =
∞∑

n=1

(2n− 2)!!
(2n− 1)!!

x2n

n
(|x| < 1)

問題 7.1.10 (p.83) (1) 1 + tan2 θ =
1

cos2 θ
を用いる．

(2) z
√

1− y2 = Sin−1y の両辺を y で微分する．

(3) a1+
∞∑

n=1

{(n+1)an+1−nan−1}yn = 1より，a0 = 0, a1 = 1, an =
n− 1
n

an−2

(n = 2, 3, 4, · · · )

問題 7.1.11 (p.83) (1)

∫ 1√
2

0

x8n+k−1 dx =
1

16n2
k
2 (8n+ k)

に注目して項別積分．

(2) 左辺を (1) を使って定積分に直し，y =
√
2x と変数変換して計算する．

以下，C, C1, C2 等は任意定数を表すものとする．
問題 7.2.1 (p.86) (1) y = C1x

2 + C2x+ C3

(2) y = x Sin−1x+ (1/3)(x2 + 2)
√
1− x2 + C1x+ C2

(3) a $= b のとき，y =
a− Cbe(a−b)x

1− Ce(a−b)x
, y = b

a = b のとき，y = a− 1/(x+ C), y = a

(4) y = a log
∣∣∣
a+

√
a2 − x2

x

∣∣∣−
√
a2 − x2 + C

(5) z = 3
√

ax+by+cとおく．b $= 0のとき，(3/2b)(ax+by+c)2/3−(3a/b2)(ax+

by + c)1/3 + (3a2/b3) log |a+ b(ax+ by + c)1/3| = x + C. b = 0 かつ a $= 0 のと
き，y = (3/4a)(ax+ c)4/3 + C. b = a = 0のとき，y = c1/3x+ C.

(6) (x2−ay)dx+(y2−ax)dy = 0と表せば完全微分形 (p.90). y3−3axy+x3 = C

(7) y2 + 2xy − x2 = C (または y = −x±
√
2x2 + C )

(8) y(
√
x2 + y2 + y) = x2(log[|x|(

√
x2 + y2 − y)] + C

)

(9) z = x− y とおく. 2x − 8y + log |x − y| − 9 log |x − y + 2| = C, y = x,

y = x+ 2 (10) u = x− 1, v = y + 2 とおく. (x− y − 3)3(7x+ 5y + 3) = C

p.208 ↓ 14 ∼↓ 17

問題 7.2.3の解答

210 問 題 解 答

問題 7.2.2 (p.88) (1) y = cosx+ 1 + Cecos x

(2) y = 2 + C
√
1− x2 (|x| < 1), y = 2 + C

√
x2 − 1 (|x| > 1)

(3) z = y−3 と置く． (− sinx− 2 sinx cos2 x+ C cos3 x)y3 = 1, y = 0

(4) z = y−1 と置く． (log x+ 1 + Cx)y = 1, y = 0

(5) y = e−
x
2

(
C1 cos

√
3x
2

+ C2 sin

√
3x
2

)

(6) y = C1e
−2x + C2

問題 7.2.3 (p.90) (1) y = C1e
2x + C2e

−3x − x2

2
+

x
3
− 4

3
(2) y = C1e

−x +C2e
2x +cosx−3 sinx (3) y = (−x2 +x+C1)e

2x +C2e
3x (4)

y = e−x
{
C1 +C2x+xTan−1x− 1

2
log(x2 +1)

}
(5) y = C1e

−3x +C2e
2x − 1

4
e−2x

(6) y = C1e
−3x + C2e

2x − 1
4
e−2x − 1

36
sinx+

7
36

cosx

問題 7.2.4 (p.95) (1) − sinx+ x(y − x)3 = Cx（積分因子は x−2）
(2) x log y − 1

2
(log y)2 = C（積分因子は y−1）

(3) x+ y3 = Cx2y（積分因子は x−3y−2）
(4) y − x cosx = Cx

(
d
( y
x

)
+ sinx dx = 0

)

(5) xy +Tan−1 y
x

= C
(
d(xy) + d

(
Tan−1 y

x

)
= 0

)

(6)
x2

2
+ y + log |1 + xy| = C (x dx+ dy + d(log(1 + xy)) = 0)

8章
問題 8.1.1 (p.97) (1) A+B =

[
4 10

7 11

]
, A−B =

[
−2 −2

−3 3

]
,

AB =

[
23 22

41 40

]
, BA =

[
15 54

13 48

]

(2) A+B, A−B は定義されない． AB =
[
39
]
, BA =




3 12 24

5 20 40

2 8 16





(3) A+B, A−B は定義されない． AB =

[
39 30

33 33

]
, BA =




21 24 66

17 28 68

5 10 23





(4) A+B, A−B, BA は定義されない． AB =




39 30

33 33

31 41





210 問 題 解 答

問題 7.2.2 (p.88) (1) y = cosx+ 1 + Cecos x

(2) y = 2 + C
√
1− x2 (|x| < 1), y = 2 + C

√
x2 − 1 (|x| > 1)

(3) z = y−3 と置く． (− sinx− 2 sinx cos2 x+ C cos3 x)y3 = 1, y = 0

(4) z = y−1 と置く． (log x+ 1 + Cx)y = 1, y = 0

(5) y = e−
x
2

(
C1 cos

√
3x
2

+ C2 sin

√
3x
2

)

(6) y = C1e
−2x + C2

問題 7.2.3 (p.90) (1) y = C1e
2x + C2e

−3x − x2

2
− 2x

3
+

8
9

(2) y = C1e
−x +C2e

2x +cosx− 3 sinx (3) y = (−x2 − 5x+C1)e
2x +C2e

3x

(4) y = e−x
{
C1 + C2x+ xTan−1x− 1

2
log(x2 + 1)

}

(5) y = C1e
−3x + C2e

2x − 1
4
e−2x

(6) y = C1e
−3x + C2e

2x − 1
4
e−2x +

7
50

cosx− 1
50

sinx

問題 7.2.4 (p.95)

(1) x(y − x)3 − sinx = Cx (または y = x+
( sinx

x
+ C

)1/3
) （積分因子は 1

x2）

(2) (log y)2 − 2x log y = C (または y = ex±
√

x2+C ) （積分因子は 1
y）

(3) x+y3 = Cx2y（積分因子は 1
x3y2 ) (4) y = x(cosx+C) (d( y

x )+sin x dx = 0)

(5) xy+Tan−1 y
x

= C (または y+x tan(xy+C) = 0) (d(xy)+d(Tan−1 y
x ) = 0)

(6) y +
x2

2
+ log |xy + 1| = C, xy + 1 = 0 (または (xy + 1)ey+

x2

2 = C)

(x dx+ dy + d(log |xy + 1|) = 0)

8章
問題 8.1.1 (p.97) (1) A+B =

[
4 10

7 11

]
, A−B =

[
−2 −2

−3 3

]
,

AB =

[
23 22

41 40

]
, BA =

[
15 54

13 48

]

(2) A+B, A−B は定義されない． AB =
[
39
]
, BA =




3 12 24

5 20 40

2 8 16





(3) A+B, A−B は定義されない． AB =

[
39 30

33 33

]
, BA =




21 24 66

17 28 68

5 10 23





p.208 ↑ 9 ∼ ↑ 4

問題 7.2.4の解答

210 問 題 解 答

問題 7.2.2 (p.88) (1) y = cosx+ 1 + Cecos x

(2) y = 2 + C
√
1− x2 (|x| < 1), y = 2 + C

√
x2 − 1 (|x| > 1)

(3) z = y−3 と置く． (− sinx− 2 sinx cos2 x+ C cos3 x)y3 = 1, y = 0

(4) z = y−1 と置く． (log x+ 1 + Cx)y = 1, y = 0

(5) y = e−
x
2

(
C1 cos

√
3x
2

+ C2 sin

√
3x
2

)

(6) y = C1e
−2x + C2

問題 7.2.3 (p.90) (1) y = C1e
2x + C2e

−3x − x2

2
+

x
3
− 4

3
(2) y = C1e

−x +C2e
2x +cosx−3 sinx (3) y = (−x2 +x+C1)e

2x +C2e
3x (4)

y = e−x
{
C1 +C2x+xTan−1x− 1

2
log(x2 +1)

}
(5) y = C1e

−3x +C2e
2x − 1

4
e−2x

(6) y = C1e
−3x + C2e

2x − 1
4
e−2x − 1

36
sinx+

7
36

cosx

問題 7.2.4 (p.95) (1) − sinx+ x(y − x)3 = Cx（積分因子は x−2）
(2) x log y − 1

2
(log y)2 = C（積分因子は y−1）

(3) x+ y3 = Cx2y（積分因子は x−3y−2）
(4) y − x cosx = Cx

(
d
( y
x

)
+ sinx dx = 0

)

(5) xy +Tan−1 y
x

= C
(
d(xy) + d

(
Tan−1 y

x

)
= 0

)

(6)
x2

2
+ y + log |1 + xy| = C (x dx+ dy + d(log(1 + xy)) = 0)

8章
問題 8.1.1 (p.97) (1) A+B =

[
4 10

7 11

]
, A−B =

[
−2 −2

−3 3

]
,

AB =

[
23 22

41 40

]
, BA =

[
15 54

13 48

]

(2) A+B, A−B は定義されない． AB =
[
39
]
, BA =




3 12 24

5 20 40

2 8 16





(3) A+B, A−B は定義されない． AB =

[
39 30

33 33

]
, BA =




21 24 66

17 28 68

5 10 23





(4) A+B, A−B, BA は定義されない． AB =




39 30

33 33

31 41





210 問 題 解 答

(3) a != b のとき，y =
a− Cbe(a−b)x

1− Ce(a−b)x
, y = b

a = b のとき，y = a− 1/(x+ C), y = a

(4) y = a log
∣∣∣
a+

√
a2 − x2

x

∣∣∣−
√
a2 − x2 + C

(5) z = 3
√

ax+by+cとおく．b != 0のとき，(3/2b)(ax+by+c)2/3−(3a/b2)(ax+

by + c)1/3 + (3a2/b3) log |a+ b(ax+ by + c)1/3| = x + C. b = 0 かつ a != 0 のと
き，y = (3/4a)(ax+ c)4/3 + C. b = a = 0のとき，y = c1/3x+ C.

(6) (x2−ay)dx+(y2−ax)dy = 0と表せば完全微分形 (p.90). y3−3axy+x3 = C

(7) y2 + 2xy − x2 = C (または y = −x±
√
2x2 + C )

(8) y(
√
x2 + y2 + y) = x2(log[|x|(

√
x2 + y2 − y)] + C

)

(9) z = x− y とおく. 2x − 8y + log |x − y| − 9 log |x − y + 2| = C, y = x,

y = x+ 2 (10) u = x− 1, v = y + 2 とおく. (x− y − 3)3(7x+ 5y + 3) = C

問題?? (p.??) (1) y = cosx+ 1 + Cecos x

(2) y = 2 + C
√
1− x2 (|x| < 1), y = 2 + C

√
x2 − 1 (|x| > 1)

(3) z = y−3 と置く． (− sinx− 2 sinx cos2 x+ C cos3 x)y3 = 1, y = 0

(4) z = y−1 と置く． (log x+ 1 + Cx)y = 1, y = 0

(5) y = e−
x
2

(
C1 cos

√
3x
2

+ C2 sin

√
3x
2

)

(6) y = C1e
−2x + C2

問題?? (p.??) (1) y = C1e
2x + C2e

−3x − x2

2
− 2x

3
+

8
9

(2) y = C1e
−x +C2e

2x +cosx− 3 sinx (3) y = (−x2 − 5x+C1)e
2x +C2e

3x

(4) y = e−x
{
C1 + C2x+ xTan−1x− 1

2
log(x2 + 1)

}

(5) y = C1e
−3x + C2e

2x − 1
4
e−2x

(6) y = C1e
−3x + C2e

2x − 1
4
e−2x +

7
50

cosx− 1
50

sinx

問題 7.2.4 (p.95)

(1) x(y − x)3 − sinx = Cx (または y = x+
( sinx

x
+C

)1/3
)（積分因子は 1

x2）

(2) (log y)2 − 2x log y = C (または y = ex±
√

x2+C ) （積分因子は 1
y）

(3) x+y3 = Cx2y（積分因子は 1
x3y2 ) (4) y = x(cosx+C) (d( y

x )+sin x dx = 0)

(5) xy+Tan−1 y
x

= C (または y+x tan(xy+C) = 0) (d(xy)+d(Tan−1 y
x ) = 0)

(6) y +
x2

2
+ log |xy + 1| = C, xy + 1 = 0 (または (xy + 1)ey+

x2

2 = C)

(x dx+ dy + d(log |xy + 1|) = 0)



第 6刷→第 7刷で修正 (2020年 12月 30日 初版第 7刷)

場所 修正前 修正後

p.156 ↓ 8

例題 12.3の解答

 1 0

0 1

−1 2

  1 0

0 1

−1 1



第 4刷→第 5刷で修正 (2019年 1月 15日 初版第 5刷)

場所 修正前 修正後

p.106 ↓ 2

問題 8.2.9 (5)


x1 + x2 − x3 − x4 − 2x5 = −14

x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 1

x1 − 3x2 + 2x3 − x4 + x5 = 2

2x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + x5 = 3

3x1 − 2x2 − 2x3 + x4 + x5 = 2


x1 + x2 − x3 − x4 − 2x5 = −15

x1 − 2x2 + x3 − x4 + x5 = 2

x1 − 3x2 + 2x3 − x4 + x5 = 4

2x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + x5 = 1

3x1 − 2x2 − 2x3 + x4 + x5 = 0

p.106 ↓ 3

問題 8.2.9 (6)


x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 56

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 + 5x5 = 8

x1 − 3x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 11

2x1 − x2 + 3x3 − 4x4 + 3x5 = −9

2x1 − 3x2 − 2x3 − x4 − x5 = −13


x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 56

x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 + 5x5 = 8

x1 − 3x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 = 11

2x1 − x2 + 3x3 − 4x4 + 3x5 = −9

2x1 − 3x2 + 2x3 − x4 − x5 = −13

p.194 ↓ 10

問題 4.3.1 (11)の解答 =
1

1− t2
− 1

2
log

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣ =
t

1− t2
− 1

2
log

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣
p.209 ↓ 5

問題 8.1.1の解答 AB =


75 48 102 113

53 43 65 83

53 43 74 83

50 37 63 93

 AB =


75 48 102 113

53 43 65 83

53 43 74 83

50 37 63 78



第 3刷→第 4刷で修正 (2018年 2月 15日 初版第 4刷)

場所 修正前 修正後

p.13 ↓ 4 ∼ ↓ 15

例題 2.2

2.1 極 限 値 13

(7) an =
cosn

n
(8) an = (an + bn + cn)

1
n (0 < a < b < c)

(9) an =
12 + 22 + · · ·+ n2

n3

(10) an =
1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
(k = 3, 4, . . . )

例題 2.2 はじめの 2項が a1 = 1, a2 = p > 1 で与えられ，

an = 3an−1 − 2an−2 (n ! 3)

で一般項が定まる数列 {an} について，次の問に答えよ．

(1) an (n ! 3) を n の式で表せ．

(2) lim
n→∞

an+1

an
を計算せよ．

【解答】 (1) n ! 3 として，an = 3an−1 − 2an−2 から an − an−1 = 2(an−1 −
an−2). これを n = 3 から n まで辺々掛け合わせて整理すると，

an − an−1 = 2n−2(a2 − a1) = 2n−2(p− 1).

これを n = 3 から n まで加えると，an − a2 = 2(p− 1)
1− 2n−2

1− 2
. したがって，

an = 2(p− 1)(2n−1 − 1) + p (n ! 3).

(2) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

2(p− 1)(2n − 1) + p
2(p− 1)(2n−1 − 1) + p

= lim
n→∞

2(p− 1)(2− 1
2n−1 ) +

p
2n−1

2(p− 1)(1− 1
2n−1 ) +

p
2n−1

= 2. ♦

問題 2.1.2 次の式で定義される数列の極限値を求めよ．

(1) a1 = 2, an =
1

2
(an−1 + 1) (n ! 2)

(2) a1 = 1, an =
n

n+ 1
an−1 (n ! 2)

(3) a1 > 0, an+1 =
2

2 + an
(n ! 2)

2.1 極 限 値 13

(7) an =
cosn

n
(8) an = (an + bn + cn)

1
n (0 < a < b < c)

(9) an =
12 + 22 + · · ·+ n2

n3

(10) an =
1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
(k = 3, 4, . . . )

例題 2.2 はじめの 2項が a1 = 1, a2 = p ̸= 1 で与えられ，

an = 3an−1 − 2an−2 (n ! 3)

で一般項が定まる数列 {an} について，次の問に答えよ．

(1) an を n の式で表せ．

(2) lim
n→∞

an+1

an
を計算せよ．

【解答】 (1) n ! 3 として，an = 3an−1 − 2an−2 から an − an−1 = 2(an−1 −
an−2). この関係を繰り返し用いて，

an − an−1 = 2(an−1 − an−2) = · · · = 2n−2(a2 − a1) = (p− 1)2n−2.

これを n = 2 から n まで加えると，an − a1 = (p− 1)
2n−1 − 1
2− 1

. したがって，

an = (p− 1)(2n−1 − 1) + 1 (n = 1でも成立).

(2) lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(p− 1)(2n − 1) + 1
(p− 1)(2n−1 − 1) + 1

= lim
n→∞

(p− 1)(2− 1
2n−1 ) +

1
2n−1

(p− 1)(1− 1
2n−1 ) +

1
2n−1

= 2. ♦

問題 2.1.2 次の式で定義される数列の極限値を求めよ．

(1) a1 = 2, an =
1

2
(an−1 + 1) (n ! 2)

(2) a1 = 1, an =
n

n+ 1
an−1 (n ! 2)

(3) a1 > 0, an+1 =
2

2 + an
(n ! 1)

p.13 ↑ 1 . . . (n ≧ 2) . . . (n ≧ 1)

p.14 ↓ 1 . . . (n ≧ 2) . . . (n ≧ 1)

問題 2.1.2 (3), (4)

第 2刷→第 3刷で修正 (2017年 2月 20日 初版第 3刷)

場所 修正前 修正後
p.202 ↓ 10 (−1,−1)で極大値 2 (−1,−1)で極大値 −2

問題 5.2.13の解答



第 1刷→第 2刷で修正 (2016年 1月 10日 初版第 2刷)

場所 修正前 修正後
p.16 ↑ 1 (y1 + y2) = · · · tan(y1 + y2) = · · ·
問題 2.3.6 (1)

p.141 ↑ 7 · · ·+ (2λ2 + 3λ3)a2 + (λ1 + 3λ3)a3 = 0 · · ·+ (2λ1 + 2λ3)a2 + (3λ2 + 3λ3)a3 = 0

↑ 5 · · · = 2λ2 + 3λ3 = λ1 + 3λ3 = 0 · · · = 2λ2 + 2λ3 = 3λ2 + 3λ3 = 0

例題 11.7の解答
p.147 ↑ 3 u = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unun u = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

座標の説明文中
p.219 ↑ 13 から順に a1,a2,a3 と名付ける から順に a1,a2,a3, · · · と名付ける

↑ 11 a1 + 15a2 + 6a3 + 13a3 = 0 a1 + 15a2 + 6a3 + 13a4 = 0

↑ 10 a1 − a2 + 0a3 − 2a3 = 0 a1 − a2 + 0a3 − 2a4 = 0

問題 11.3.1の解答


