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1［重積分の計算］
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(2) x = r cos θ, y = r sin θと変数変換すると，DはE = {(r, θ) | 1 ≦ r ≦ 2, 0 ≦ θ ≦ 2π}
に移るので，∫∫
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2［累次積分の順序交換］

(3) 下図より，
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(4) e(1−y)2の yに関する原始関数は初等的には表せないので，(3)を用いて積分順序を交換
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3［重積分の変数変換］
(5) 下図より，E = {(u, v) | 0 ≦ u ≦ π, −u ≦ v ≦ u }．
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一般に正則な一次変換は直線を直線に，三角形を三角形に移すことも想起すると良い．ま
た，u+ v = 2x ≧ 0かつ u− v = 2y ≧ 0より，−u ≦ v ≦ u，と考えてもよい．

変数変換のヤコビアンは，
∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣ 1 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −2だから，I =

∫∫
E

1

2
u cos(v) dudt．

(6) (5)を用いると
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4［陰関数とラグランジュの未定乗数法］

(7) gx = y2 − 2xy，gy = 2xy − x2より，φ′(x) =
2xy − y2

2xy − x2
．

(8) (7)に x = 1, y = −1を代入すれば，求める接線の傾きは 1．
(9) (2xy − x2)φ′(x) = 2xy − y2の両辺を xの関数とみて微分すると，

(2y + 2xy′ − 2x)y′ + (2xy − x2)φ′′(x) = 2y + 2xy′ − 2yy′ · · · (∗)

そこで (8)から得られる y′ = φ′(1) = 1と x = 1, y = −1を代入すれば，点 (1,−1)での

φ′′(1) = −4

3
．



(10) ラグランジュの未定乗数法を使うために，F (x, y, λ) = xy− λ(xy2 − x2y− 2)とおく．
Fx = y(1−λ(y−2x))，Fy = x(1−λ(2y−x))，Fλ = −(x2y+xy2−2)．x = 0のときやy = 0

のときには，g(0, y) = g(x, 0) = −2 ̸= 0だから，1− λ(y − 2x) = 0かつ 1− λ(2y − x) = 0

のときを考えればよい．これが成り立つには λ = 0は不適だから，y − 2x =
1

λ
= 2y − x．

よって x = −y．これを g(x, y) = 0に代入すると，g(x,−x) = 2x3 − 2 = 0 を解いて x = 1．
よって (x, y) = (1,−1)が極値の候補になる．
ここで，g(x, y) = 0から定まる陰関数 y = φ(x)を取れば，h(x) = f(x, φ(x)) = xφ(x)

の 2階微分は h′′(x) = (xφ(x))′′ = 2φ′(x) + xφ′′(x)となる．(x, y) = (1,−1)のとき，(9)で

φ′(1) = 1, φ′′(1) = −4

3
と求めていたので，h′′(1) =

2

3
> 0である．よって，g(x, y) = 0の

もとで f(x, y)は， (x, y) = (1,−1)で極小値−1をとる．

赤線が g(x, y) = 0を表す．この曲線
は，x = 0, y = 0, y = xという 3つ
の漸近線を持ち，3つの連結成分を
持つ曲線になる．
黒線が xy = kの等高線を表す．
青線が xy = −1．
黒点が g(x, y) = 0のもとで f(x, y)

が極小値を取る点 (1,−1)を表す．



5［線形写像の核と像］

与えられた線形写像 f は，左から行列A =
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と行基本変形すれば，rankA = 2とわかるので，dimKer f = 4− rankA = 2．dim Im f =

rankA = 2．また，
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6［線形写像の表現行列と基底変換行列］

(14) 表現行列の定義から，A =
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(15) A →

 −1 2 1

−2 4 2

0 −2 −1

 →

 1 −2 −1

0 −2 −1

0 0 0

 →

 1 0 0

0 1 1
2

0 0 0

 と簡約化することができ
るので，Aの零空間N(A)は 1次元で，
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 を基底に取ることができる．したがっ

て，dimKer f = 1で，その基底として， (a2 − 2a3) を取ることができる．

(16) 基底変換行列の定義から，P =
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(17) 求める表現行列は，P−1AP である．そこで 0 1 0 1 0 0
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より，P−1 =
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7［行列の固有値と対角化］
(18)
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より，Aの固有値は， −1, 2．
(19) 最小の固有値は−1．そこで
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と簡約化することで，固有値−1の固有ベクトルとして，
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(20) 他方，
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である．(19)から固有値−1の固有空間は 1次元であるから，Aが対角化可能であるため
には，固有値 2の固有空間の次元が 2，従って rank(2E −A) = 1であることが必要十分で
ある．よって求める条件は k = 0．


