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1 次の関数 f(x, y) について, 1 次と 2 次の偏導関数 (fx, fy, fxx, fxy, fyx, fyy) を全て求めよ.

(1) f(x, y) =
√

y2 − x2 (2) f(x, y) = ex sin y (3) f(x, y) = logx y

(4) f(x, y) = Cos−1

(
x

y

)
(5) f(x, y) =


xy(x2 − y2)

x2 + y2
((x, y) 6= (0, 0))

0 ((x, y) = (0, 0))

2 f(x, y) に 1変数関数 x = ϕ(t), y = ψ(t) を合成した 1変数関数 g(t) = f(ϕ(t), ψ(t)) の導関数

g′(t) を求めよ (演習書 問題 5.2.1 (1) 他).

(1) f(x, y) = Tan−1
(y

x

)
, ϕ(t) = 2t, ψ(t) = 1 − t2

(2) f(x, y) = loge(1 + x2 + 3y2), ϕ(t) = t2 + 1, ψ(t) = t3 + 1

3 f(x, y) に 2変数関数 x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v) を合成した 2変数関数

z(u, v) = f(ϕ(u, v), ψ(u, v)) の偏導関数 zu, zv をそれぞれ求めよ (演習書 問題 5.2.2 (3), (4)).

(1) f(x, y) =
e−x

y
, ϕ(u, v) =

v

u
, ψ(u, v) = u2 + v2

(2) f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2
, ϕ(u, v) = eu+v, ψ(u, v) = eu−v

4 空間 1次元波動方程式 wtt − c2 wxx = 0 ((t, x) ∈ R2) の C2 級解 w ∈ C2(R2) の表現公式

w(t, x) = f(x + ct) + g(x − ct) ((t, x) ∈ R2)

を合成関数の微分法の応用として導く. ここで，c > 0 は定数で，f, g ∈ C2(R) である.

但し，一般に Cn(D) := { F : D → R | F は D で Cn 級 } (n = 0, 1, 2, · · · ,∞) とする.

(1) yv(u, v) = 0 ((u, v) ∈ R2) をみたす C1 級の関数 y(u, v) は，ある h ∈ C1(R) によって，

y(u, v) = h(u) と表されることを確かめよ．

(2) (1) より，zuv(u, v) = 0 ((u, v) ∈ R2) をみたす C2 級の関数 z(u, v) は，ある f, g ∈ C2(R)

によって，z(u, v) = f(u) + g(v) と表されることを示せ.

(3) 1次変換 t =
u − v

2c
, x =

u + v

2
による合成関数 w(t, x) = z(u, v) について

wx = zu + zv, wt = c(zu − zv), wxx = zuu + 2zuv + zvv, wtt = c2(zuu − 2zuv + zvv)

をそれぞれ示せ.

(4) (2), (3) から，wtt − c2 wxx = 0 をみたす C2 級の関数 w(t, x) は，ある f, g ∈ C2(R) に

よって，w(t, x) = f(x + ct) + g(x − ct) と表されることを導け.



5 次の 2変数関数 f(x, y) について，3種類の極限値

(a) lim
y→0

(
lim
x→0

f(x, y)
)

(b) lim
x→0

(
lim
y→0

f(x, y)

)
(c) lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)

がそれぞれ存在するか否かを調べよ．つまり，存在すれば，その値を計算し，そうでなければ，

その理由を述べよ.

(1) f(x, y) =
|x + y|√
x2 + y2

(2) f(x, y) = x sin

(
1

x2 + y2

)

(3) f(x, y) =

x cos

(
1

y

)
(y 6= 0)

0 (y = 0)

(4) f(x, y) =

x cos

(
1

y

)
− y sin

(
1

x

)
(xy 6= 0)

0 (xy = 0)


