
数学演習第二（演習第８回） 【解答例】
微積 : 偏微分 [3] (陰関数・ラグランジュの未定乗数法) 2018年 12月 5日 実施

1 (1) φpaq “ b . また, fpx, φpxqq “ cを xで微分し, fxpx, φpxqq`fypx, φpxqqφ1pxq “ 0. 6 φ1pxq “ ´
fxpx, φpxqq

fypx, φpxqq
.

(2) ψpbq “ a . また, fpψpyq, yq “ cを yで微分し, fxpψpyq, yqψ1pyq`fypψpyq, yq “ 0. 6 ψ1pyq “ ´
fypψpyq, yq

fxpψpyq, yq
.

(3) (1)の場合, pa, bqの近傍で fpx, yq “ cは y “ φpxqと書けるから, pa, bqにおける接線は y ´ b “ φ1paqpx ´ aq.

(1)の結果より φ1paq “ ´
fxpa, bq

fypa, bq
であるから, これを代入し整理して fxpa, bq px ´ aq ` fypa, bq py ´ bq “ 0.

(2)の場合, pa, bqにおける接線は x´ a “ ψ1pbqpy´ bq と表され, (2)の結果より ψ1pbq “ ´
fypa, bq

fxpa, bq
であるから,

やはり (1)の場合と同じ形の接線の方程式が得られる. ∇fpa, bq はこの直線の法線ベクトルであるから, ∇fpa, bq

は点 pa, bqにおいて, 曲線 fpx, yq “ cと 垂直 であることが分かる.

2 fpx, yq が通常扱う “性質のよい関数” (初等関数など) の場合, fpx, yq “ 0 を満たす点 px, yq の集合は曲線状の図形
を描き, fypx, yq “ 0 の表す図形によって何本かの曲線 (その上では fypx, yq ‰ 0) に分割される. その 1 つ 1 つが
fpx, yq “ 0の定める (y “ φpxqの形の)別々の陰関数を表す (下図参照). 以下では, その１つずつについて考える.

(1) fpx, yq :“ log
a

x2 ` y2 ´ Tan´1 y

x
“ 0 (x ą 0) 上の fypx, yq “

y ´ x

x2 ` y2
‰ 0 を満たす部分で考える.

① log
a

x2 ` y2´Tan´1 y

x
“ 0 (y “ φpxq)の両辺を xで微分すれば,

x` yy1

x2 ` y2
´

1

1 ` p y
x

q2
xy1 ´ y

x2
“ 0. 整理して

px` yq ´ px´ yqy1 “ 0 . 更に, 微分を繰り返し, 1 ` py1q2 ´ px´ yqy2 “ 0 , p1 ´ 3y1qy2 ` px´ yqy3 “ 0 .

② p1, 0q の近傍で定まる陰関数 y “ φpxq を考え, ① で得られた 3つの関係式に px, yq “ p1, φp1qq “ p1, 0q を

代入し, φ1p1q “ 1, φ2p1q “ 2, φ3p1q “ 4. よって, φpxq “ px´ 1q ` px´ 1q2 `
2

3
px´ 1q3 ` ¨ ¨ ¨ .

③ ①の第 1の関係式より y1 “
x` y

x´ y
であるから,極値をとる点の候補は x`y “ 0, log

a

x2 ` y2´Tan´1 y

x
“ 0

(x ą 0) を解いて, px, yq “

´

e´π{4

?
2
,´

e´π{4

?
2

¯

. このとき, φ
´

e´π{4

?
2

¯

“ ´
e´π{4

?
2

, φ1
´

e´π{4

?
2

¯

“ 0, φ2
´

e´π{4

?
2

¯

“

eπ{4

?
2

ą 0. よって, y “ φpxq は x “
e´π{4

?
2
で極小値 ´

e´π{4

?
2
をとる.

【補足】曲線 fpx, yq “ 0 は極座標 pr, θq を使うと x ą 0 (´π
2

ă θ ă π
2
)においては r “ eθ (あるいは θ “ log r)と表示さ

れる. なお, 極座標で r “ aebθ (a ą 0, b ‰ 0は定数)と表示される曲線は対数螺線 (あるいは
ベ ル ヌ ー イ

Bernoulliの螺線)と呼ばれる.

(2) fpx, yq :“ x3 ` y3 ´ 2xy “ 0 上の, fypx, yq “ 3y2 ´ 2x ‰ 0 を満たす部分で考える.

① x3 ` y3 ´ 2xy “ 0 (y “ φpxq) の両辺を xで微分して, 3x2 ´ 2y ` p3y2 ´ 2xqy1 “ 0 . 更に, xでの微分を

繰り返し, 6x´ 4y1 ` 6ypy1q2 ` p3y2 ´ 2xqy2 “ 0 , 6 ` 6py1q3 ´ 6y2 ` 18yy1y2 ` p3y2 ´ 2xqy3 “ 0 .

② p1, 1qの近傍で定まる陰関数 y “ φpxqを考え, ①で得られた 3つの関係式に px, yq “ p1, φp1qq “ p1, 1qを代
入し, φ1p1q “ ´1, φ2p1q “ ´16, φ3p1q “ ´384. よって, φpxq “ 1 ´ px´ 1q ´ 8px´ 1q2 ´ 64px´ 1q3 `¨ ¨ ¨ .

③ ①の第 1の関係式より y1 “ ´
3x2 ´ 2y

3y2 ´ 2x
であるから, 極値をとる点の候補は 3x2 ´ 2y “ 0, x3 ` y3 ´ 2xy “ 0

を解いて, px, yq “

´

2 3
?
2

3
,
2 3

?
4

3

¯

(fyp0, 0q “ 0より p0, 0qは不適). このとき, φ
´

2 3
?
2

3

¯

“
2 3

?
4

3
, φ1

´

2 3
?
2

3

¯

“ 0,

φ2
´

2 3
?
2

3

¯

“ ´3 ă 0. よって, y “ φpxq は x “
2 3

?
2

3
で極大値 2 3

?
4

3
をとる.

【補足】曲線 x3 ` y3 ´ 3axy “ 0 (aは定数)は
デ カ ル ト

Decartesの正葉線と呼ばれる. 原点で自己交差し, x` y ` a “ 0 が漸近線.

1

1

1

2 (1) 2 (2) 5 (1) 5 (2) 5 (3)



3 (1) fpx, y, φpx, yqq “ d を x, y で偏微分して,

fxpx, y, φpx, yqq ` fzpx, y, φpx, yqqφxpx, yq “ 0, fypx, y, φpx, yqq ` fzpx, y, φpx, yqqφypx, yq “ 0

が得られる. これより, φxpx, yq “ ´
fxpx, y, φpx, yqq

fzpx, y, φpx, yqq
, φypx, yq “ ´

fypx, y, φpx, yqq

fzpx, y, φpx, yqq
.

(2) pa, b, cq の近傍で曲面 fpx, y, zq “ d は z “ φpx, yq と表されるから, pa, b, cq における接平面の方程式は
z ´ c “ φxpa, bqpx´ aq ` φypa, bqpy ´ bq で与えられる. (1)の結果より

z ´ c “ ´
fxpa, b, cq

fzpa, b, cq
px´ aq ´

fypa, b, cq

fzpa, b, cq
py ´ bq.

となり, これを整理して fxpa, b, cqpx´ aq ` fypa, b, cqpy´ bq ` fzpa, b, cqpz ´ cq “ 0 を得る. (従って, ベクト
ル ∇fpa, b, cq :“ tpfxpa, b, cq, fypa, b, cq, fzpa, b, cqq は点 pa, b, cq において, 曲面 fpx, y, zq “ d と垂直である.)

特に, ∇fpa, b, cqが成分 0を含まないなら, 法線の方程式は x´ a

fxpa, b, cq
“

y ´ b

fypa, b, cq
“

z ´ c

fzpa, b, cq
.

4 (1) C1 級陰関数 y “ φpxqの存在条件は確かに満たされる. 1 (1)の方法で φ1pxq “ ´
gxpx, φpxqq

gypx, φpxqq
．

(2) (1) の結果より, h1pxq “ fxpx, φpxqq ` fypx, φpxqqφ1pxq “ fxpx, φpxqq ´ fypx, φpxqq ¨
gxpx, φpxqq

gypx, φpxqq
．hpxq は

x “ aで極値をとるから h1paq “ fxpa, bq ´ fypa, bq ¨
gxpa, bq

gypa, bq
“ 0となり, 示すべき式が従う.

(3) α “
fypa, bq

gypa, bq
とおけば,

„

Fxpa, bq
Fypa, bq

ȷ

“

„

fxpa, bq
fypa, bq

ȷ

´ α

„

gxpa, bq
gypa, bq

ȷ

“

„

0
0

ȷ

(最後の等号は, 第 1成分は (2)の結果,

第 2成分は αの定義による). また, Fλpa, b, αq “ ´gpa, bq “ 0.

5 F px, yq “ fpx, yq ´ λgpx, yqとおき, Fx “ Fy “ Fλ “ 0 を解いて極値点 (“極値を与える点)の候補を得る.

(1)

#

Fx “ 3px` yq2 ´ 2λx “ 0
Fy “ 3px` yq2 ´ 2λy “ 0

´Fλ “ x2 ` y2 ´ 2 “ 0
の最初の 2式より, 3px`yq2 “ 2λx “ 2λy. このとき, λpx´yq “ 0 であるから,

λ “ 0または x “ y. λ “ 0のとき, x`y “ 0となり,第 3式 gpx, yq “ x2`y2´2 “ 0とから, px, yq “ p˘1,¯1q.

x “ y のとき, 第 3 式から, px, yq “ p˘1,˘1q (λ “ ˘6). よって, 極値点の候補は p˘1,˘1q, p˘1,¯1q の
4 点. 閉曲線 (実は円) gpx, yq “ 0 に沿って p1, 1q Ñ p´1, 1q Ñ p´1,´1q Ñ p1,´1q Ñ p1, 1q と移動し
ていくと, fpx, yq “ px ` yq3 の値は 8 Œ 0 Œ ´8 Õ 0 Õ 8 と変化する. よって, 点 p1, 1qで極大値 8 ,

点 p´1,´1qで極小値 ´8 をとる. (点 p˘1,¯1qでは極値をとらない.)

(2)

#

Fx “ y ´ λp2x` 2yq “ 0
Fy “ x´ λp2x` 8yq “ 0

´Fλ “ x2 ` 2xy ` 4y2 ´ 1 “ 0
の最初の 2 式より,

„

´2λ 1 ´ 2λ
1 ´ 2λ ´8λ

ȷ„

x
y

ȷ

“

„

0
0

ȷ

. px, yq “ p0, 0q は第

3 式を満たさないから,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´2λ 1 ´ 2λ
1 ´ 2λ ´8λ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ p2λ ` 1qp6λ ´ 1q “ 0 でなければならない. λ “ ´
1

2
のとき,

x “ ´2y となり, 第 3 式から px, yq “

´

˘1,¯
1

2

¯

. λ “
1

6
のとき, x “ 2y となり, 第 3 式から px, yq “

´

˘
1

?
3
,˘

1

2
?
3

¯

. gpx, yq “ 0が閉曲線 (楕円)ゆえ, f
´

˘
1

?
3
,˘

1

2
?
3

¯

“
1

6
, f

´

˘1,¯
1

2

¯

“ ´
1

2
の値を比較して,

点
´

˘
1

?
3
,˘

1

2
?
3

¯

で極大値 1

6
, 点

´

˘1,¯
1

2

¯

で極小値 ´
1

2
をとることが分かる.

(3)

#

Fx “ 2 ´ 2λx “ 0
Fy “ 3y2 ` 2λy “ 0

´Fλ “ x2 ´ y2 ` 1 “ 0
の第 2 式より, yp3y ` 2λq “ 0. y “ 0 は第 3 式を満たし得ないから y “ ´

2λ

3
. ま

た, 第 1 式より x “
1

λ
. これらを第 3 式に代入し整理すれば, 4λ4 ´ 9λ2 ´ 9 “ p4λ2 ` 3qpλ2 ´ 3q “ 0. こ

れより, λ “ ˘
?
3 となり, 極値点の候補は

´

˘
1

?
3
,¯

2
?
3

¯

. 一方, gpx, yq “ x2 ´ y2 ` 1 “ 0 の定める陰関
数を y “ φpxq とすれば, x ´ yy1 “ 0 より φ1pxq “

x

φpxq
. hpxq :“ fpx, φpxqq “ 2x ` φpxq3 に対して,

h1pxq “ 2 ` 3φpxq2φ1pxq “ 2 ` 3xφpxq, h2pxq “ 3tφpxq ` xφ1pxqu “ 3
´

φpxq `
x2

φpxq

¯

. 点
´

˘
1

?
3
,¯

2
?
3

¯

の

近傍で定まる陰関数 y “ φpxqに対しては, φ
´

˘
1

?
3

¯

“ ¯
2

?
3
であるから, h

´

˘
1

?
3

¯

“ ¯
2

3
?
3
, h1

´

˘
1

?
3

¯

“ 0,

h2
´

˘
1

?
3

¯

“ ¯
5

?
3

2
ž 0. よって, 点

´

1
?
3
,´

2
?
3

¯

で極大値 ´
2

3
?
3

, 点
´

´
1

?
3
,

2
?
3

¯

で極小値 2

3
?
3
をとる.


