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1 (1) FA(λ) = |λE −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −2 −1
1 λ− 4 −1
−2 4 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 5λ2 + 8λ− 4 = (λ− 1)(λ− 2)2. Aの固有値は λ = 1, 2.

(2) λ = 1 に対して: E −A =

 0 −2 −1
1 −3 −1
−2 4 1

→

 1 −3 −1
0 −2 −1
0 −2 −1

→

 1 0 1/2
0 1 1/2
0 0 0

 より, (E −A)x = 0 の解は

x = s

−1
−1
2

 (sは任意定数). よって, V1 の基底は
(−1

−1
2

).
λ = 2 に対して: 2E − A =

 1 −2 −1
1 −2 −1
−2 4 2

 →

 1 −2 −1
0 0 0
0 0 0

 より, (2E − A)x = 0 の解は x =

s

 2
1
0

+ t

 1
0
1

 (s, tは任意定数). よって, V2 の基底は
( 2

1
0

,
 1
0
1

).
(3) P =

−1 2 1
−1 1 0
2 0 1

 とおいて, AP = P

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

. 従って, P−1AP =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 .

2 (a)について

(1) FA(λ) =

∣∣∣∣λ− 8 9
−6 λ+ 7

∣∣∣∣ = λ2 − λ− 2 = (λ+ 1)(λ− 2). Aの固有値は λ = −1, 2.

(2) λ = −1 に対して: −E − A =

[
−9 9
−6 6

]
→

[
1 −1
0 0

]
より, (−E − A)x = 0 の解は x = s

[
1
1

]
(sは任

意定数). よって, V−1 の基底は
([ 1

1

])
. λ = 2 に対して: 2E − A =

[
−6 9
−6 9

]
→

[
1 −3/2
0 0

]
より,

(2E −A)x = 0 の解は x = s

[
3
2

]
(sは任意定数). よって, V3 の基底は

([ 3
2

])
.

(3) P =

[
1 3
1 2

]
とおけば, P−1AP =

[
−1 0
0 2

]
.

(b)について

(1) FA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 4 1 −5
−1 λ− 2 −3
1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 6λ2 + 11λ− 6 = (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3). Aの固有値は λ = 1, 2, 3.

(2) λ = 1 に対して: E − A =

−3 1 −5
−1 −1 −3
1 −1 1

 →

 1 −1 1
0 −2 −2
0 −2 −2

 →

 1 0 2
0 1 1
0 0 0

 より, (E − A)x = 0 の

解は x = s

−2
−1
1

 (s は任意定数). よって, V1 の基底は
(−2

−1
1

). λ = 2 に対して: 2E − A =−2 1 −5
−1 0 −3
1 −1 2

→

 1 −1 2
0 −1 −1
0 −1 −1

→

 1 0 3
0 1 1
0 0 0

 より, (2E − A)x = 0 の解は x = s

−3
−1
1

 (sは任意定

数). よって, V2 の基底は
(−3

−1
1

). λ = 3 に対して: 3E − A =

−1 1 −5
−1 1 −3
1 −1 3

→

 1 −1 3
0 0 −2
0 0 0

→ 1 −1 0
0 0 1
0 0 0

より, (3E −A)x = 0 の解は x = s

 1
1
0

 (sは任意定数). よって, V3 の基底は
( 1

1
0

).
(3) P =

−2 −3 1
−1 −1 1
1 1 0

 とおけば, P−1AP =

 1 0 0
0 2 0
0 0 3

.



(c)について

(1) FA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ+ 1 −2 −1
4 λ− 5 −2
−4 4 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = (λ− 1)3. Aの固有値は λ = 1.

(2) λ = 1に対して: E − A =

 2 −2 −1
4 −4 −2
−4 4 2

→

 1 −1 −1/2
0 0 0
0 0 0

 より, (E − A)x = 0 の解は x = s

 1
1
0

 +

t

 1
0
2

 (s, tは任意定数). よって, V1 の基底は
( 1

1
0

,
 1
0
2

).
(3) dimV1 = 2 < 3 であるから対角化できない.

3 (1)
[
P E

]
→

−1 2 1 1 0 0
−1 1 0 0 1 0
2 0 1 0 0 1

→

 1 −2 −1 −1 0 0
0 −1 −1 −1 1 0
0 4 3 2 0 1

→ · · · →

 1 0 0 −1 2 1
0 1 0 −1 3 1
0 0 1 2 −4 −1

より,

P−1 =

−1 2 1
−1 3 1
2 −4 −1

. また, P−1AnP = (P−1AP )n =

 1 0 0
0 2n 0
0 0 2n

. よって, An = P (P−1AP )nP−1 =−1 2 1
−1 1 0
2 0 1

 1 0 0
0 2n 0
0 0 2n

−1 2 1
−1 3 1
2 −4 −1

 =

 1 2(2n − 1) 2n − 1
−(2n − 1) 3 · 2n − 2 2n − 1
2(2n − 1) −4(2n − 1) −2n + 2

.
(2) P−1AP = t(P−1AP ) =

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 より, Q = t(P−1) =

−1 −1 2
2 3 −4
1 1 −1

 とおけば, Q−1 tAQ = 1 0 0
0 2 0
0 0 2

. これより, tAの固有値も 1, 2で, V1 の基底が
(−1

2
1

) で, V2 の基底が
(−1

3
1

 ,

 2
−4
−1

).
(3) cn = Acn−1 = A2cn−2 = · · · = Anc0 =

 1 2(2n − 1) 2n − 1
−(2n − 1) 3 · 2n − 2 2n − 1
2(2n − 1) −4(2n − 1) −2n + 2

 1
−1
2

 =

 1
−2n+1 + 1
2n+2 − 2

.
(4) x(t) = Py(t) を x′(t) = Ax(t) に代入して, Py′(t) = APy(t), すなわち y′(t) = P−1APy(t). これを成分

で表せば,

 y′1(t)
y′2(t)
y′3(t)

=

 1 0 0
0 2 0
0 0 2

 y1(t)
y2(t)
y3(t)

, すなわち
 y′1(t) = y1(t)

y′2(t) = 2y2(t)
y′3(t) = 2y3(t)

. これを解いて,

 y1(t) = C1e
t

y2(t) = C2e
2t

y3(t) = C3e
2t

となり, 求める一般解は

x(t) = Py(t) =

−1 2 1
−1 1 0
2 0 1

 C1e
t

C2e
2t

C3e
2t

 =

−C1e
t + (2C2 + C3)e

2t

−C1e
t + C2e

2t

2C1e
t + C3e

2t

 (C1, C2, C3 は任意定数).

4 (1) (Ap1, . . . , Apn) = (f(p1), . . . , f(pn)) = (p1, . . . , pn)D = (µ1p1, . . . , µnpn) (2番目の等号で表現行列の
定義を用いた) より, Api = µipi (1 ≤ i ≤ n). pi ̸= 0 であるから, µi は Aの固有値であり, pi は µi に対す
る固有ベクトルである.

(2) (1) の結果から, AP = A [p1 · · · pn ] = [Ap1 · · · Apn ] = [µ1p1 · · · µnpn ] = [p1 · · · pn ]D = PD.

B = (p1, . . . , pn) が Rn の基底であるから P = [p1 · · · pn ] は正則行列となる. よって, AP = PD から
P−1AP = D が従う.

(3) A = PDP−1 と書けるから, FA(λ) = |λE − A| = |P (λE − D)P−1| = |P |

∣∣∣∣∣∣
λ− µ1 O

. . .
O λ− µn

∣∣∣∣∣∣ |P−1| =

(λ− µ1) · · · (λ− µn). ここで, |P ||P−1| = |PP−1| = |E| = 1 を用いた.

(4) A = PDP−1 より Ax = µx ⇔ (µE − D)P−1x =

 µ− µ1 O
. . .

O µ− µn

P−1x = 0 であるから, µ

は µ1, . . . , µn のいずれかと一致する. µi = µ となる i を i1, . . . , is (s が固有値 µ の重複度) とすれば,

x ∈ Vµ ⇔ P−1x ∈ ⟨ei1 , . . . , eis⟩ ⇔ x ∈ ⟨pi1 , . . . ,pis⟩. よって, Vµ = ⟨pi1 , . . . ,pis⟩ となり, s = dimVµ

が示された.


