
数学演習第一（演習第７回） 【解答例】
微積： 高次の導関数, テーラーの定理, 有限テーラー展開 2019年 6月 19日

1 導関数の計算まで含めて説明する. まず, 仮定により t “ φ´1pxq であるから y “ ψpφ´1pxqq と書ける. よって, y を
xで微分すれば, 合成関数・逆関数の微分公式を用いて,

y1 “ tψpφ´1pxqqu1 “ ψ1pφ´1pxqqtφ´1pxqu1 “ ψ1pφ´1pxqq ¨
1

φ1pφ´1pxqq
“
ψ1pφ´1pxqq

φ1pφ´1pxqq
.

すなわち
´

dy

dx

¯

x“φptq
“
ψ1ptq

φ1ptq
が成り立つ. 次に, ωptq “

ψ1ptq

φ1ptq
とおけば, y1 “ ωpφ´1pxqq と書けるから, 上と同じ論

法で y2 “ tωpφ´1pxqqu1 “
ω1pφ´1pxqq

φ1pφ´1pxqq
. ここで, ω1ptq “

φ1ptqψ2ptq ´ φ2ptqψ1ptq

φ1ptq2
より,

´d2y

dx2

¯

x“φptq
“
ω1ptq

φ1ptq
“
φ1ptqψ2ptq ´ φ2ptqψ1ptq

φ1ptq3
.

これを, 変数の関係 (yは tの関数, tは xの関数 (“ [xは tの関数]の逆関数), 合成して yは xの関数) で表現すれば,

dy

dx
“
dy

dt

dt

dx
“
dy

dt
¨

1
dx

dt

“

dy

dt
dx

dt

,
d2y

dx2
“

d

dx

˜ dy

dt
dx

dt

¸

“

d

dt

´ dy
dt
dx
dt

¯

dx

dt

“

dx

dt

d2y

dt2
´

d2x

dt2
dy

dt
`dx

dt

˘3 .

2 (nの範囲がなければ n ě 0で正しいことを意味する.) (1) ypnq “ ex. (2) ypnq “ sin
`

x`
nπ

2

˘

.

(3) ypnq “ cos
`

x`
nπ

2

˘

. (4) ypnq “
p´1qnn!

xn`1
. (5) ypnq “

p´1qn´1pn´ 1q!

xn
pn ě 1q.

(6) y1 “ f 1pax` bq ¨ tax` bu1 “ af 1pax` bq. これを繰り返して, ypnq “ anf pnqpax` bq.

(7) (5)と (6)の結果を使うと, ypnq “ p´2qn ¨
p´1qn´1pn´ 1q!

p3 ´ 2xqn
“ ´

2npn´ 1q!

p3 ´ 2xqn
pn ě 1q.

(8) (3)と (6)の結果を使うと, ypnq “

!

1

2
p1 ´ cos 2xq

)pnq

“ ´
1

2
tcos 2xupnq “ ´2n´1 cos

`

2x`
nπ

2

˘

pn ě 1q.

(9) y “
1

p1 ` xqp1 ´ 2xq
“

1

3

´

1

1 ` x
`

2

1 ´ 2x

¯

と部分分数分解し, (4)と (6)の結果を用いて,

ypnq “

!

1

1 ´ x´ 2x2

)pnq

“
1

3

!

p´1qnn!

p1 ` xqn`1
`

2 ¨ p´2qn ¨ p´1qnn!

p1 ´ 2xqn`1

)

“
n!

3

!

p´1qn

p1 ` xqn`1
`

2n`1

p1 ´ 2xqn`1

)

.

(10) y “ x2e´2x より, y1 “ 2xe´2x ` x2p´2e´2xq “ ´2px2 ´ xqe´2x. n ě 2のときは　
ライプニッツ
Leibniz　の公式を用いて,

ypnq “
n
ř

k“0

´

n
k

¯

tx2upkqte´2xupn´kq “ x2te´2xupnq ` n ¨ 2xte´2xupn´1q `
npn´ 1q

2
¨ 2te´2xupn´2q

“
␣

p´2qnx2 ` 2np´2qn´1x` npn´ 1qp´2qn´2
(

e´2x “ p´2qn
␣

x2 ´ nx` 1
4 npn´ 1q

(

e´2x
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

この式は n “ 0, 1 でも正しい

.

(11) y “ e´x sinx より, y1 “ e´xp´ sinx ` cosxq “
?
2 e´x

´

´1
?
2
sinx `

1
?
2
cosx

¯

“
?
2 e´x sin

`

x `
3π

4

˘

´

“

´
?
2 e´x sin

`

x ´
π

4

˘

¯

. これを繰り返して, ypnq “ p
?
2 qne´x sin

`

x `
3nπ

4

˘

´

“ p´
?
2 qne´x sin

`

x ´
nπ

4

˘

¯

.

Leibnizの公式を用いた表現も可能: ypnq “
n
ř

k“0

´

n
k

¯

p´1qn´ke´x sin
`

x`
kπ

2

˘

.

(12) ypnq “

´

´
1

2

¯´

´
1

2
´ 1

¯

¨ ¨ ¨

´

´
1

2
´ pn´ 1q

¯

x´ 1
2 ´n “ p´1qn

1

2
¨
3

2
¨ ¨ ¨

2n´ 1

2
x´ 1

2 ´n “
p´1qnp2n´ 1q!!

2nxn
?
x

.

3 以下, 明示はしないが, 剰余項 RN pxqの表現式の中の θ は 0 ă θ ă 1 を満たす適当な数 (x,N に依存)を表す.

(1) fpxq “ ex より, f pnqpxq “ ex, f pnqp0q “ 1 (n ě 0). よって, ex “
N´1
ř

n“0

xn

n!
`RN pxq, RN pxq “

eθx

N !
xN .

N “ 6なら, ex “ 1 `
x

1!
`
x2

2!
`
x3

3!
`
x4

4!
`
x5

5!
`R6pxq “ 1 ` x`

x2

2
`
x3

6
`
x4

24
`

x5

120
`R6pxq.

(2) f pnqpxq “ sin
`

x`
nπ

2

˘

, f pnqp0q “ sin
nπ

2
“

"

0 pn “ 2mq

p´1qm pn “ 2m` 1q
(n ě 0) より,

sinx “

t N
2 u´1
ř

m“0

p´1qm

p2m` 1q!
x2m`1 `RN pxq, RN pxq “

sinpθx` Nπ
2

q

N !
xN . (例題 3.8解説参照)

ここで, 和をとる m の範囲は 2m` 1 ď N ´ 1 から決まる: 0 ď m ď N{2 ´ 1. m は整数なので, 0 ď m ď tN{2u ´ 1.

但し, tau は a 以下の最大整数を表す (高校教科書では ras を用いた). なお, a 以上の最小整数は ras で表す.

N “ 6なら, sinx “
x

1!
´
x3

3!
`
x5

5!
`R6pxq “ x´

x3

6
`

x5

120
`R6pxq.

(3) f pnqpxq “ cos
`

x`
nπ

2

˘

, f pnqp0q “ cos
nπ

2
“

"

p´1qm pn “ 2mq

0 pn “ 2m` 1q
(n ě 0) より,



cosx “

t N´1
2 u
ř

m“0

p´1qm

p2mq!
x2m `RN pxq, RN pxq “

cospθx` Nπ
2

q

N !
xN .

N “ 6なら, cosx “ 1 ´
x2

2!
`
x4

4!
`R6pxq “ 1 ´

x2

2
`
x4

24
`R6pxq.

(4) f pnqpxq “
p´1qnn!

p1 ` xqn`1
(n ě 0) より, f pnqp0q “ p´1qnn! (n ě 0). よって, x ą ´1 に対して,

1

1 ` x
“

N´1
ř

n“0
p´1qnxn `RN pxq, RN pxq “

p´xqN

p1 ` θxqN`1
.
`

実は, 等比数列の和の公式から RN pxq “
p´xqN

1 ` x

˘

.

N “ 6なら,
1

1 ` x
“ 1 ´ x` x2 ´ x3 ` x4 ´ x5 `R6pxq.

(5) fpxq “ logp1 ` xq より, f pnqpxq “
p´1qn´1pn´ 1q!

p1 ` xqn
(n ě 1). 故に, fp0q “ 0, f pnqp0q “ p´1qn´1pn ´ 1q!

(n ě 1). よって, x ą ´1 に対して, logp1 ` xq “
N´1
ř

n“1

p´1qn´1

n
xn `RN pxq, RN pxq “

p´1qN´1

Np1 ` θxqN
xN .

N “ 6なら, logp1 ` xq “ x´
x2

2
`
x3

3
´
x4

4
`
x5

5
`R6pxq.

(6) 2 (11)の結果から, f pnqpxq “
p´1qnp2n´ 1q!!

2np1 ` xqn` 1
2

, f pnqp0q “
p´1qnp2n´ 1q!!

2n
,
f pnqp0q

n!
“

p´1qnp2n´ 1q!!

p2nq!!
pn ě 0q.

よって, x ą ´1 に対して,
1

?
1 ` x

“
N´1
ř

n“0

p´1qnp2n´ 1q!!

p2nq!!
xn `RN pxq, RN pxq “

p2N ´ 1q!!

p2Nq!!

p´xqN

p1 ` θxqN` 1
2

.

N “ 6なら,
1

?
1 ` x

“ 1 ´
1

2
x`

3

8
x2 ´

5

16
x3 `

35

128
x4 ´

63

256
x5 `R6pxq.

【注】剰余項 RN pxqを評価して，(1)から (6)の関数は無限級数に表示できることが分かる ((4)から (6)は範囲が制限される).

p1q ex “
8
ř

n“0

xn

n!
, p2q sinx “

8
ř

m“0

p´1qm

p2m` 1q!
x2m`1, p3q cosx “

8
ř

m“0

p´1qm

p2mq!
x2m, p4q

1

1 ` x
“

8
ř

n“0

p´1qnxn p|x| ă 1q,

p5q logp1 ` xq “
8
ř

n“1

p´1qn´1

n
xn p´1 ă x ď 1q, p6q

1
?
1 ` x

“
8
ř

n“0

p´1qnp2n´ 1q!!

p2nq!!
xn p´1 ă x ď 1q.

4 (1) xp “ t1 ` px´ 1qup “
p
ř

n“0

´

p
n

¯

px´ 1qn. (RN pxq “ 0)

(2) tx´pupnq “ p´pqp´p´1q ¨ ¨ ¨ p´p´n`1qx´p´n “ p´1qnppp`1q ¨ ¨ ¨ pp`n´1qx´p´n “ p´1qn
pn` p´ 1q!

pp´ 1q!

1

xp`n

より,
1

xp
“

N´1
ř

n“0
p´1qn

´

n` p´ 1
n

¯

px´ 1qn `RN pxq. RN pxq “
´

N ` p´ 1
N

¯

p´1qN px´ 1qN

t1 ` θpx´ 1quN`p
p0 ă θ ă 1q.

5 (1) 最初に dn

dxn
fp´xq “ p´1qnf pnqp´xq に注意する.

• fpxq が奇関数のとき: fp´xq “ ´fpxq の両辺を 2m 回微分して, f p2mqp´xq “ ´f p2mqpxq. これより

f p2mqp0q “ ´f p2mqp0q, すなわち f p2mqp0q “ 0 が得られ, a2m “
f p2mqp0q

p2mq!
“ 0.

• fpxqが偶関数のとき: fp´xq “ fpxqの両辺を 2m ` 1回微分して, ´f p2m`1qp´xq “ f p2m`1qpxq. これよ

り ´f p2m`1qp0q “ f p2m`1qp0q, すなわち f p2m`1qp0q “ 0 が得られ, a2m`1 “
f p2m`1qp0q

p2m` 1q!
“ 0.

(2) ① 容易なので略. ② 1回微分して整理すると p1 ´ x2qf3pxq ´ 3xf2pxq ´ f 1pxq “ 0. n回 (n ě 2)微分すると
Leibnizの公式により p1´x2qf pn`2qpxq`n¨p´2xqf pn`1qpxq`

npn´ 1q

2
¨p´2qf pnqpxq “ xf pn`1qpxq`nf pnqpxq.

これを整理して, p1 ´ x2qf pn`2qpxq ´ p2n ` 1qxf pn`1qpxq ´ n2f pnqpxq “ 0. よって, すべての n ě 0に対して
関係式が示された (n “ 0 のときは明らか). ③ n “ 2m ´ 1 (m ě 1) の場合の②の関係式に x “ 0 を代入し
て, f p2m`1qp0q “ p2m ´ 1q2f p2m´1qp0q. この関係式を繰り返し用いて, f p2m`1qp0q “ p2m ´ 1q2f p2m´1qp0q “

¨ ¨ ¨ “ p2m´ 1q2 ¨ ¨ ¨ 32 ¨ 12 f 1p0q “ tp2m´ 1q!!u2 (m ě 1). ここで, f 1p0q “ 1 を用いた. p´1q!! “ 1 に注意すれ

ば, f p2m`1qp0q “ tp2m´ 1q!!u2 (m ě 0). ④ a2m`1 “
f p2m`1qp0q

p2m` 1q!
“

tp2m´ 1q!!u2

p2mq!! ¨ p2m` 1q!!
“

p2m´ 1q!!

p2mq!!
¨

1

2m` 1
.

(3) ① fpxq “ tanx より, f 1pxq “ 1 ` tan2 x “ 1 ` fpxq2. ② n ě 1 のとき f 1pxq “ 1 ` fpxq2 を n 回微
分すると Leibniz の公式により f pn`1qpxq “

n
ř

j“0

´

n
j

¯

f pn´jqpxqf pjqpxq. n “ 0 のときは f 1pxq “ 1 ` fpxq2.

③ f p2kqp0q “ 0 より, f p2m`1qp0q “
2m
ř

j“0

´

2m
j

¯

f p2m´jqp0qf pjqp0q “
m´1
ř

k“0

´

2m
2k ` 1

¯

f p2m´2k´1qp0qf p2k`1qp0q

(m ě 1). ④ a2m`1 “
f p2m`1qp0q

p2m` 1q!
“

p2mq!

p2m` 1q!

m´1
ř

k“0

f p2m´2k´1qp0qf p2k`1qp0q

p2m´ 2k ´ 1q!p2k ` 1q!
“

1

2m` 1

m´1
ř

k“0

a2m´2k´1a2k`1

(m ě 1). ⑤ a1 “ f 1p0q “ 1 と④の関係式を用いて, a1 “ 1, a3 “
1

3
a21 “

1

3
, a5 “

1

5
pa3a1 ` a1a3q “

2

15
,

a7 “
1

7
pa5a1 ` a23 ` a1a5q “

17

315
.


