
数学演習第一（演習第９回） 【解答例】
微積： 漸近展開, 積分の計算 (1) 2019年 7月 3日

0 順に lim
xÑ0

hpxq

xn
“ 0 ,

1

n!
,

p´1qn

p2nq!
,

p´1qn

p2n ` 1q!
,

p´1qn´1

n
,

αpα ´ 1q ¨ ¨ ¨ pα ´ n ` 1q

n!
, p´1qn .

1 (本問でランダウの記号 opxnqを使うときはいつも，x Ñ 0 を省略している.)

(1) (d) (α “ ´ 1
2 ) を用いて,

1
?
1 ` x

“ 1 `
´ 1

2

1!
x `

p´ 1
2 qp´ 3

2 q

2!
x2 ` opx2q “ 1 ´

1

2
x `

3

8
x2 ` opx2q .

(2) (a)を用いて, 2x “ pelog 2qx “ eplog 2qx “ 1 ` plog 2qx `
plog 2q2

2
x2 ` opx2q .

(3) (a)より e˘x “ 1 ˘ x `
1

2
x2 ˘

1

6
x3 `

1

24
x4 ˘

1

120
x5 ` opx5q (複号同順) であるから,

coshx “
ex ` e´x

2
“ 1 `

x2

2
`

x4

24
` opx5q , sinhx “

ex ´ e´x

2
“ x `

x3

6
`

x5

120
` opx5q .

(4) (c)より, logp3 ` 2xq “ log 3 ` log
´

1 `
2x

3

¯

“ log 3 `
2x

3
´

1

2

´2x

3

¯2

` opx2q “ log 3 `
2

3
x ´

2

9
x2 ` opx2q .

(5) 部分分数分解した後に (d) (α “ ´1) を用いて,
x

2 ´ x ´ x2
“

x

p2 ` xqp1 ´ xq
“

1

3

´ 1

1 ´ x
´

2

2 ` x

¯

“
1

3

´ 1

1 ´ x
´

1

1 ` x
2

¯

“
1

3

!´

1 ` x ` x2 ` x3 ` opx3q

¯

´

´

1 ´
x

2
`

´x

2

¯2

´

´x

2

¯3

` opx3q

¯)

“
1

2
x `

1

4
x2 `

3

8
x3 ` opx3q .

【別法】 x

2 ´ x ´ x2
“

x

2
¨

1

1 ´ x
¨

1

1 ` x
2

“
x

2

´

1 ` x ` x2 ` opx2q

¯´

1 ´
x

2
`

´x

2

¯2

` opx2q

¯

“
x

2
`

x2

4
`

3x3

8
` opx3q.

(6) (b)より, cosx “ 1 ´
x2

2
`

x4

24
´

x6

720
` opx6q. よって,

1 ´ cosx

x2
“

1

2
´

x2

24
`

x4

720
` opx4q .

(7) 半角の公式と (6)の結果を用いて,

´ sinx

x

¯2

“
sin2 x

x2
“ 2 ¨

1 ´ cos 2x

p2xq2
“ 2

!1

2
´

p2xq2

24
`

p2xq4

720
` opx4q

)

“ 1 ´
x2

3
`

2x4

45
` opx4q .

【別法】
´ sinx

x

¯2

“

´

1 ´
x2

6
`

x4

120
` opx4q

¯2

“ 1 ´
x2

3
`

2x4

45
` opx4q.

(8) (c)より, logp1 ˘ xq “ ˘x ´
x2

2
˘

x3

3
´

x4

4
˘

x5

5
` opx5q (複号同順) であるから,

log

c

1 ` x

1 ´ x
“

1

2
tlogp1 ` xq ´ logp1 ´ xqu “ x `

x3

3
`

x5

5
` opx5q .

(9) (a), (b)を用いて, e´x cosx “

´

1 ´ x `
x2

2
´

x3

6
` opx3q

¯´

1 ´
x2

2
` opx3q

¯

“ 1 ´ x `
1

3
x3 ` opx3q .

(10) (b)より cosx “ 1 ´
x2

2
`

x4

24
` opx4q であるから,

1

1 ` X
“ 1 ´ X ` X2 ` opX2q (X Ñ 0) を用いて,

1

cosx
“

1

1 ` p´x2

2 ` x4

24 ` opx4qq
“ 1 ´

´

´
x2

2
`

x4

24
` opx4q

¯

`

´

´
x2

2
`

x4

24
` opx4q

¯2

` opx4q “ 1 `
x2

2
`

5x4

24
` opx4q .

【別法】 1

cosx
は偶関数であるから 1

cosx
“ a0 ` a2x

2 ` a4x
4 ` opx4q と書ける. このとき,

1

cosx
¨ cosx “ 1 であるから,

1 “ pa0 ` a2x
2 ` a4x

4 ` opx4qq

´

1 ´
x2

2
`

x4

24
` opx4q

¯

“ a0 `

´

a2 ´
a0
2

¯

x2 `

´

a4 ´
a2
2

`
a0
24

¯

x4 ` opx4q.

a0 “ 1, a2 ´
a0
2

“ a4 ´
a2
2

`
a0
24

“ 0 を解いて, a0 “ 1, a2 “
1

2
, a4 “

5

24
を得る.

(11) (10)の結果と (b)を用いて,

tanx “
1

cosx
¨ sinx “

´

1 `
x2

2
`

5x4

24
` opx4q

¯´

x ´
x3

6
`

x5

120
` opx5q

¯

“ x `
x3

3
`

2x5

15
` opx5q .

【別法】 tanx は奇関数であるから tanx “ b1x ` b3x
3 ` b5x

5 ` opx5q と書ける. 後は tanx cosx “ sinx という関係を用い
て, (10)の【別法】と同じ議論を行えば b1, b3, b5 の値が定まる.

(12) (b)より cosx “ 1 `

´

´
x2

2
`

x4

24
´

x6

720
` opx6q

¯

であるから, logp1 ` Xq “ X ´
X2

2
`

X3

3
` opX3q (X Ñ 0) を用いて,

logpcosxq “

´

´
x2

2
`

x4

24
´

x6

720
` opx6q

¯

´
1

2

´

´
x2

2
`

x4

24
` opx4q

¯2

`
1

3

´

´
x2

2
` opx2q

¯3

` opx6q

“

´

´
x2

2
`

x4

24
´

x6

720

¯

´
1

2

´x4

4
´

x6

24

¯

`
1

3

´

´
x6

8

¯

` opx6q “ ´
x2

2
´

x4

12
´

x6

45
` opx6q .

【別法】 tlogpcosxqu1 “
´ sinx

cosx
“ ´ tanx であるから, (11)の結果を用いて,

logpcosxq “ ´

ż x

0

tan t dt “ ´

ż x

0

´

t `
t3

3
`

2t5

15
` opx5q

¯

dt “ ´
x2

2
´

x4

12
´

x6

45
` opx6q.



(13) Tan´1 x “

ż x

0

dt

1 ` t2
“

ż x

0

´

1 ´ t2 ` t4 ` opt4q

¯

dt “ x ´
x3

3
`

x5

5
` opx5q .

(14) (1)の結果を用いて, Sin´1 x “

ż x

0

dt
?
1 ´ t2

“

ż x

0

´

1 ´
´t2

2
`

3p´t2q2

8
` opt4q

¯

dt “ x `
x3

6
`

3x5

40
` opx5q .

2 (1) (i)
1

x2
´

1

tan2 x
“

sin2 x ´ x2 cos2 x

x2 sin2 x
(分母 x2 sin2 x の漸近展開が x4 の項から始まるから, 分子を opx4

q を用いて表す)

“
px ´ x3

6 ` opx3qq2 ´ x2p1 ´ x2

2 ` opx2qq2

x2px ` opxqq2

“
px2 ´ x4

3 ` opx4qq ´ x2p1 ´ x2 ` opx2qq

x2px2 ` opx2qq
“

2
3x

4 ` opx4q

x4 ` opx4q
“

2
3 ` op1q

1 ` op1q
Ñ

2

3
px Ñ 0q.

(ii) 分母 x2 log
?
1 ` x2 “ 1

2x
2 logp1 ` x2q の漸近展開は x4 の項から始まるから, 分子を opx4q を用いて表せばよい.

e
x2

2 ´ coshx

x2 log
?
1 ` x2

“
p1 ` x2

2 ` 1
2 px2

2 q2 ` opx4qq ´ p1 ` x2

2 ` x4

24 ` opx4qq
1
2x

2px2 ` opx2qq
“

1
12x

4 ` opx4q
1
2x

4 ` opx4q
“

1
6 ` op1q

1 ` op1q
Ñ

1

6
px Ñ 0q.

(2) logp1`xq
1
x “

logp1 ` xq

x
“ 1´

x

2
`

x2

3
`opx2q であるから, p1`xq

1
x “ elogp1`xq

1
x “ e1´ x

2 ` x2

3 `opx2q “ e ¨e´ x
2 ` x2

3 `opx2q “

e
!

1`

´

´
x

2
`

x2

3

¯

`
1

2

´

´
x

2

¯2

`opx2q

)

“ e´
e

2
x`

11e

24
x2 `opx2q. 故に,

´

1`
1

n

¯n

“ e ´
e

2n
`

11e

24n2
` o

´ 1

n2

¯

pn Ñ 8q.

3 (1) (前半の不定積分に対する積分定数は省略する.)

(i) ex “ t とおけば ex dx “ dt であるから,

ż

e2x

ex ` 1
dx “

ż

t

t ` 1
dt “

ż

´

1 ´
1

t ` 1

¯

dt “ ex ´ logpex ` 1q .

(ii) 部分積分法により,
ż

x2 log x dx “
x3

3
log x ´

ż

x3

3
plog xq1 dx “

x3 log x

3
´

ż

x2

3
dx “

x3 log x

3
´

x3

9
“

x3

9
p3 log x ´ 1q .

(iii) x2 “ t とおけば x dx “
dt

2
であるから,

ż

x3e´x2

dx “

ż

te´t dt

2
“

1

2

´

´te´t `

ż

e´t dt
¯

“ ´
1

2
pt ` 1qe´t “ ´

1

2
px2 ` 1qe´x2

.

(iv) sinx “ t とおけば cosx dx “ dt であるから,
ż

dx

cosx
“

ż

cosx

cos2 x
dx “

ż

cosx

1 ´ sin2 x
dx “

ż

dt

1 ´ t2
“

1

2

ż

´ 1

1 ` t
`

1

1 ´ t

¯

dt “
1

2
log

ˇ

ˇ

ˇ

1 ` t

1 ´ t

ˇ

ˇ

ˇ
“

1

2
log

1 ` sinx

1 ´ sinx
.

(v) x “ sin θ とおけば dx “ cos θ dθ であり,
x ´ 1

2 Ñ
?
3
2

θ ´π
6 Ñ π

3

と対応する. この範囲で,
?
1 ´ x2 “ cos θ であるから,

ż

?
3

2

´ 1
2

a

1 ´ x2 dx “

ż π
3

´ π
6

cos θ ¨ cos θ dθ “

ż π
3

´ π
6

1 ` cos 2θ

2
dθ “

1

2

”

θ `
1

2
sin 2θ

ı
π
3

´ π
6

“
1

2

´π

2
`

?
3

2

¯

“
π `

?
3

4
.

【別法】この定積分はある図形 (半円の一部)の面積を表すので, その面積を図形的に計算すれば定積分の値が得られる.

(vi) 部分積分法により I :“

ż π

0

e´x sinx dx “

”

´e´x sinx
ıπ

0
`

ż π

0

e´x cosx dx “

”

´e´x cosx
ıπ

0
`

ż π

0

e´xp´ sinxq dx “

1 ` e´π ´ I. よって, I “
1 ` e´π

2
．

(vii)

ż π

0

|sinx ´ cosx| dx “

ż π

0

ˇ

ˇ

ˇ

?
2 sin

´

x ´
π

4

¯ˇ

ˇ

ˇ
dx “

?
2

ż 3π
4

´ π
4

|sinx| dx “
?
2

ˆ
ż 0

´ π
4

p´ sinxq dx `

ż 3π
4

0

sinx dx

˙

“
?
2

`“

cosx
‰0

´ π
4

`
“

´ cosx
‰

3π
4

0

˘

“
?
2

!´

1 ´
1

?
2

¯

´

´

´
1

?
2

´ 1
¯)

“ 2
?
2 .

【別法】 |sinx| は周期 π の関数であるから,

ż 3π
4

´ π
4

|sinx| dx “

ż π

0

|sinx| dx “

ż π

0

sinx dx “ 2.

(viii) Im,n “

ż π

0

psinmxqpsinnxq dx とおく (m,nは自然数). まず, m ‰ nのとき, 三角関数の積和の公式を用いて,

Im,n “ ´
1

2

ż π

0

tcos pm ` nqx ´ cos pm ´ nqxu dx “ ´
1

2

” sin pm ` nqx

m ` n
´

sin pm ´ nqx

m ´ n

ıπ

0
“ 0 .

m “ n のときは, In,n “
1

2

ż π

0

p1 ´ cos 2nxq dx “
1

2

”

x ´
sin 2nx

2n

ıπ

0
“

π

2
.

(2) (i) c ą 1を定数として, F pxq “

ż x

c

dt

log t
(x ą 1)とおけば, F 1pxq “

1

log x
. よって, fpxq “ F px3q ´ F px2q に合成関数の微

分法を適用することにより,

f 1pxq “ F 1px3q ¨ 3x2 ´ F 1px2q ¨ 2x “
1

log x3
¨ 3x2 ´

1

log x2
¨ 2x “

x2 ´ x

log x
.

(ii) gpxq “ x

ż x

0

sin t dt ´

ż x

0

t sin t dt であるから, g1pxq “ 1 ¨

ż x

0

sin t dt ` x ¨ sinx ´ x sinx “
“

´ cos t
‰x

0
“ 1 ´ cosx .


