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¯
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¯
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“ ´
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´
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¯
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¯

“ Sin´1
´

sin
π

12

¯

“
π

12
.

2 以下の (4)–(6)においては, 説明の便宜のため, ロピタルの定理を用いた箇所を ‹
“ で表すことにする.

(4) y “ 1
x (x ą 0) とおけば, x Ñ 8 のとき, y Ñ `0 であるから,

log
`

tan2 1
x

˘

log
`

tan 3
x

˘ “
logptan2 yq

logptan 3yq
“

2 logptan yq

logptan yq ` log tan 3y
tan y

“
2

1 ` 1
logptan yq

log tan 3y
tan y

Ñ
2

1 ` 0 ¨ log 3
“ 2 .

最後の部分では, y Ñ `0のとき,

tan 3y

tan y
“

sin 3y

cos 3y

cos y

sin y
“

cos y

cos 3y

sin 3y

3y

3y

sin y
Ñ 3,

1

logptan yq
Ñ 0

であることを用いた. 前者は, lim
xÑ0

tanx

x
“ 1 ( lim

xÑ0

sin x
x “ 1 から容易に従う) に基づいて,

tan 3y

tan y
“

tan 3y

3y

3y

tan y
Ñ 3

と考えてもよい.

【別法】y Ñ `0のとき, tan2 y, tan 3y Ñ `0 であるから, logptan yq, logptan 3yq Ñ ´8. よっ
て, ロピタルの定理を用いて,

lim
yÑ`0

logptan2 yq

logptan 3yq
“ lim

yÑ`0

2 logptan yq

logptan 3yq

‹
“ 2 lim

yÑ`0

1
tan y

1
cos2 y

1
tan 3y

3
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“
2

3
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yÑ`0

tan 3y

tan y

cos2 3y

cos2 y
“

2

3
¨ 3 “ 2 .

(5) 不定形の極限になっていることを確認しながらロピタルの定理を繰り返し用いると,

lim
xÑ0

ex
3

´ 1

x ´ sinx
‹
“ lim

xÑ0

3x2ex
3

1 ´ cosx
“

´

lim
xÑ0

3ex
3
¯´

lim
xÑ0

x2

1 ´ cosx

¯

‹
“ 3 lim

xÑ0

2x

sinx
“ 6 .

《注》極限値 (‰ 0)をもつ “因数”があったら, それは切り離し, より単純な形にしてからロピタ
ルの定理を用いるとよい (2番目の等号).

(6) 対数をとって考える. log
´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“
logp 1

x
Tan´1 xq

x2
は偶関数であるから, この関数の



x Ñ 0 での極限は x Ñ `0 での極限に他ならない. よって,

lim
xÑ0

log
´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“ lim
xÑ`0

logpTan´1 xq ´ log x

x2

‹
“ lim

xÑ`0

1
Tan´1 x

1
1`x2 ´ 1

x

2x

“ lim
xÑ`0

x
Tan´1 x

p 1
1`x2 ´ Tan´1 x

x q

2x2
“

ˆ

lim
xÑ`0

x

Tan´1 x

˙ˆ

lim
xÑ`0

x ´ p1 ` x2qTan´1 x

2x3p1 ` x2q

˙

.

ここで,

lim
xÑ`0

x

Tan´1 x

‹
“ lim

xÑ`0

1

p1 ` x2q´1
“ 1 ( lim

xÑ0

Tan´1 x

x
“ 1は常識とすべし),

lim
xÑ`0

x ´ p1 ` x2qTan´1 x

2x3p1 ` x2q

‹
“ lim

xÑ`0

´2xTan´1 x

2p3x2 ` 5x4q
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xÑ`0

Tan´1 x

x

´1

3 ` 5x2
“ ´

1

3
.

従って,

lim
xÑ0

log
´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“ 1 ¨

´

´
1

3

¯

“ ´
1

3
. 6 lim

xÑ0

´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“ e´ 1
3 .

【別法】y “ tanx とおけば, x Ñ 0 のとき y Ñ 0 であり, log
´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“
logp y

tan y
q

tan2 y
は y

の偶関数であるから, 右辺の関数の y Ñ `0 での極限を計算すればよい. よって,

lim
xÑ0

log
´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“ lim
yÑ`0

logp
y

tan y q

tan2 y

“

´

lim
yÑ`0

cos2 y
¯´

lim
yÑ`0

log y ´ logpsin yq ` logpcos yq

sin2 y

¯

‹
“ lim

yÑ`0

1
y ´

cos y
sin y ´

sin y
cos y

2 sin y cos y
“ lim

yÑ`0

sin y cos y ´ y

2y sin2 y cos2 y
“ lim

yÑ`0

sin 2y ´ 2y

y sin2 2y

‹
“ lim

yÑ`0

2 cos 2y ´ 2

sin2 2y ` 4y sin 2y cos 2y
“

´

lim
yÑ`0

´2

1 `
4y

sin 2y cos 2y

¯´

lim
yÑ`0

1 ´ cos 2y

sin2 2y

¯

“ ´
2

3
lim

yÑ`0

1

1 ` cos 2y
“ ´

1

3
.

【補足】漸近展開を知っていれば次のように簡単に計算できる. x Ñ 0 のとき,

Tan´1 x “ x ´
1

3
x3 ` opx3q (例えば 1

1 ` x2
“ 1 ´ x2 ` opx2q を積分せよ)

であるから, logp1 ` Xq “ X ` opXq (X Ñ 0)に注意して,

log
´ 1

x
Tan´1 x

¯

“ log
´

1 ´
1

3
x2 ` opx2q

¯

“ ´
1

3
x2 ` opx2q.

これより,

lim
xÑ0

log
´ 1

x
Tan´1 x

¯x´2

“ lim
xÑ0

logp 1
x Tan´1 xq

x2
“ lim

xÑ0

´

´
1

3
` op1q

¯

“ ´
1

3
.

3 (7) y “ plog xqx (x ą 1) とおけば, log y “ x logplog xq. この両辺を xで微分して,

y1

y
“ logplog xq ` x ¨

1

x log x
“ logplog xq `

1

log x
. 6 y1 “ plog xqx

!

logplog xq `
1

log x

)

.

(8) y “ cospSin´1 xq (´1 ă x ă 1) の導関数は

y1 “ ´ sinpSin´1 xq ¨
1

?
1 ´ x2

“ ´
x

?
1 ´ x2

.



(9) y “ Cos´1
?
1 ´ x (0 ă x ă 1) の導関数は

y1 “ ´
1

a

1 ´ p
?
1 ´ x q2

¨
´1

2
?
1 ´ x

“
1

2
a

xp1 ´ xq
.

4 (10) fpxq “ x
1
3 px ´ 1q

2
3 を微分して,

f 1pxq “
1

3
x´ 2

3 ¨ px ´ 1q
2
3 ` x

1
3 ¨

2

3
px ´ 1q´ 1

3 “
1

3
p3x ´ 1qx´ 2

3 px ´ 1q´ 1
3 .

よって, fpxqの増減は

x ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 1
3 ¨ ¨ ¨ 1 ¨ ¨ ¨

f 1pxq ` ` 0 ´ `

fpxq Õ 0 Õ
3?4
3 Œ 0 Õ

となるので, fpxqは x “ 1
3 で極大値

3?4
3 をとり,

x “ 1 で極小値 0 をとる.

-0.5 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.5

5 (11) a :“

»

–

2
´1
2

fi

fl が平面 αの法線ベクトルであるから,
a

|a|
“

1
a

22 ` p´1q2 ` 22

»

–

2
´1
2

fi

fl “

»

–

2
3

´ 1
3

2
3

fi

fl

が求めるベクトル.　

(12) 点と平面との距離の公式を用いて, 求める距離は |2p´3q ´ 1 ` 2 ¨ 2 ´ 3|
a

22 ` p´1q2 ` 22
“

|´6|
3

“ 2 .

【別法】点 Ap´3, 1, 2qを通り aに平行な直線上の点は p´3 ` 2t, 1 ´ t, 2 ` 2tq と書ける. この直
線と平面 αとの交点 Hにおいては, 2p´3 ` 2tq ´ p1 ´ tq ` 2p2 ` 2tq “ 3, すなわち t “ 2{3 と
なるので, Hの座標は p´5{3, 1{3, 10{3q. 点 Hは点 Aから平面 αに下ろした垂線の足に他なら
ないから, 垂線の長さは

ˇ

ˇ

ÝÑ
AH

ˇ

ˇ “
a

p4{3q2 ` p´2{3q2 ` p4{3q2 “ 2 .

6 (13) Ap “

»

–

3 ´5 1
0 ´1 1
1 ´8 4

fi

fl

»

–

2
1
3

fi

fl “

»

–

4
2
6

fi

fl “ 2p より, λ “ 2 .

(14) sp ` tq “
“

p q
‰

„

s
t

ȷ

“ P

„

s
t

ȷ

より, s, t は連立 1 次方程式 P

„

s
t

ȷ

“ Aq の解である.

Aq “

»

–

3 ´5 1
0 ´1 1
1 ´8 4

fi

fl

»

–

1
1
2

fi

fl “

»

–

0
1
1

fi

fl であるから,
“

P Aq
‰

は

“

P Aq
‰

“

»

–

2 1 0
1 1 1
3 2 1

fi

fl Ñ

»

–

0 ´1 ´2
1 1 1
0 ´1 ´2

fi

fl Ñ

»

–

1 0 ´1
0 1 2
0 0 0

fi

fl

と簡約化できる. よって, s “ ´1, t “ 2 .

(15) 上の結果を用いて, AP “
“

Ap Aq
‰

“
“

2p ´p ` 2q
‰

“
“

p q
‰

„

2 ´1
0 2

ȷ

“ P

„

2 ´1
0 2

ȷ

.

これより, B “

„

2 ´1
0 2

ȷ

.



7 (16) (行列式) “ pa ´ 1q ´ a “ ´1 ‰ 0 より, この行列は正則. その逆行列は
„

a ´ 1 1
a 1

ȷ´1

“
1

´1

„

1 ´1
´a a ´ 1

ȷ

“

„

´1 1
a 1 ´ a

ȷ

.

8 (17) 係数行列が正方行列であるから, それが正則であることが連立 1次方程式が唯１つの解をもつた
めの必要十分条件である. ここで, 係数行列の行列式は

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2 1 1
5 3 2
2 3 a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

0 1 0
´1 3 ´1
´4 3 a ´ 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´1 ´1
´4 a ´ 3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ a ` 1.

よって, 求める条件は a ‰ ´1 .

(18) a “ 1のとき，拡大係数行列を簡約化して,
»

–

2 1 1 0
5 3 2 1
2 3 ´1 4

fi

fl Ñ

»

–

2 1 1 0
1 1 0 1
0 2 ´2 4

fi

fl Ñ

»

–

1 1 0 1
0 ´1 1 ´2
0 2 ´2 4

fi

fl Ñ

»

–

1 0 1 ´1
0 1 ´1 2
0 0 0 0

fi

fl .

これにより, 問題の連立 1次方程式は
"

x ` z “ ´1
y ´ z “ 2

に変形される (同値な連立 1次方程式).

このとき, z “ s (z は主成分に対応しない変数)とおくことにより, 求める解は
$

&

%

x “´1 ´ s
y “ 2 ` s
z “ s

あるいは

»

–

x
y
z

fi

fl “

»

–

´1
2
0

fi

fl` s

»

–

´1
1
1

fi

fl (sは任意定数).

(19) 係数行列を行基本変形して,
»

—

—

–

1 ´2 2 0 7
6 ´12 9 ´3 3

´2 4 ´2 2 7
´3 6 ´3 3 12

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 ´2 2 0 7
0 0 ´3 ´3 ´39
0 0 2 2 21
0 0 3 3 33

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 ´2 2 0 7
0 0 1 1 13
0 0 2 2 21
0 0 3 3 33

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 ´2 0 ´2 ´19
0 0 1 1 13
0 0 0 0 ´5
0 0 0 0 ´6

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 ´2 0 ´2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

fi

ffi

ffi

fl

.

(20) (19)の変形により, 問題の同次連立１次方程式は

$

&

%

x1 ´ 2x2 ´ 2x4 “ 0
x3 ` x4 “ 0

x5 “ 0
と書きかえら

れる (同値な連立 1次方程式). ここで, x2 “ s, x4 “ t (x2, x4 は主成分に対応しない変数) とお
いて, 求める解は

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

x1 “ 2s ` 2t
x2 “ s
x3 “ ´t
x4 “ t
x5 “ 0

あるいは

»

—

—

—

—

–

x1

x2

x3

x4

x5

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

“ s

»

—

—

—

—

–

2
1
0
0
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

` t

»

—

—

—

—

–

2
0

´1
1
0

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(s, tは任意定数).


