
数学演習第二（演習第２回） 【解答例】
線形：直線・平面の方程式と外積 2020年 10月 14日

小テスト問題

第 1問 a “

»

–

´2
2
1

fi

fl , b “

»

–

4
´1
1

fi

fl より, a ¨ b “ ´9, }a} “ 3, }b} “ 3
?
2. なす角を θ P r0, πsとして,

cos θ “
a ¨ b

}a}}b}
“

´9

3 ¨ 3
?
2

“ ´
1

?
2
. 6 θ “

3π

4
. → (エ) が正解

第 2問 a ˆ b “

»

–

´2
2
1

fi

fl ˆ

»

–

4
´1
1

fi

fl “

»

–

3
6

´6

fi

fl “ 3

»

–

1
2

´2

fi

fl より, 求める面積 S は,

S “
1

2
}a ˆ b} “

3

2

?
1 ` 4 ` 4 “

9

2
. → (イ) が正解

第 3問 上の結果を用いて, 求める体積 V は

V “
1

6
|pa ˆ bq ¨ c| “

1

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3

»

–

1
2

´2

fi

fl ¨

»

–

1
0

´1

fi

fl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
3

2
→ (ウ) が正解

勿論, V “ p1{6q| detra b cs| を計算してもよい.

第 4問 まず, d :“ b ˆ c “

»

–

1
5
1

fi

fl. よって, a の dへの正射影は a ¨ d

}d}2
d “

1

3

»

–

1
5
1

fi

fl であるから, aの「b, c

に平行な平面」への正射影は

a ´
a ¨ d

}d}2
d “

»

–

´2
2
1

fi

fl ´
1

3

»

–

1
5
1

fi

fl “
1

3

»

–

´7
1
2

fi

fl . → (ウ) が正解



レポート課題

Ⅰ (i) a ˆ x “

»

–

1
2
3

fi

flˆ

»

–

x
y
z

fi

fl “

»

–

2z ´ 3y
3x ´ z
y ´ 2x

fi

fl “

»

–

0 ´3 2
3 0 ´1

´2 1 0

fi

fl

»

–

x
y
z

fi

fl より, A “

»

–

0 ´3 2
3 0 ´1

´2 1 0

fi

fl とお

けば, a ˆ x “ b は Ax “ b と書ける. ここで, a ˆ x “ b が解をもつための条件を調べるため
に,

“

A b
‰

に行基本変形を施す.

“

A b
‰

“

»

–

0 ´3 2 b1
3 0 ´1 b2

´2 1 0 b3

fi

fl Ñ

»

–

0 ´3 2 b1
1 1 ´1 b2 ` b3

´2 1 0 b3

fi

fl

Ñ

»

–

1 1 ´1 b2 ` b3
0 ´3 2 b1
0 3 ´2 2b2 ` 3b3

fi

fl Ñ

»

–

1 1 ´1 b2 ` b3
0 ´3 2 b1
0 0 0 b1 ` 2b2 ` 3b3

fi

fl .

よって, 解をもつための条件は b3 “ ´
b1 ` 2b2

3
が成り立つこと.

(ii) (i)の条件が満たされるとき, 上の基本変形を続けて,

“

A b
‰

Ñ

»

–

1 1 ´1 ´ 1
3b1 ` 1

3b2
0 1 ´ 2

3 ´ 1
3b1

0 0 0 0

fi

fl Ñ

»

–

1 0 ´ 1
3

1
3b2

0 1 ´ 2
3 ´ 1

3b1
0 0 0 0

fi

fl .

よって, a ˆ x “ b の解は

»

–

x
y
z

fi

fl “

»

–

1
3b2

´ 1
3b1
0

fi

fl ` t

»

–

1
3
2
3
1

fi

fl “

»

–

1
3b2

´ 1
3b1
0

fi

fl ` t1

»

–

1
2
3

fi

fl (t1 は任意定数).

Ⅱ (i) まず,
ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC “

»

–

1
´3
´2

fi

fl ˆ

»

–

´2
2

´1

fi

fl “

»

–

7
5

´4

fi

fl. これが平面 ABCの法線ベクトルとなるから, そ

の方程式は 7px ´ 1q ` 5y ´ 4pz ´ 2q “ 0. 整理して, 7x ` 5y ´ 4z ` 1 “ 0 .

(ii)
ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC は直線 OH の方向ベクトルでもあるから,

ÝÑ
OH “ t

»

–

7
5

´4

fi

fl と書ける. このとき,

Hp7t, 5t,´4tq が平面 ABC上の点であるから, p49`25`16qt`1 “ 0 となり, t “ ´1{90. よっ

て, Hの座標は
´

´
7

90
, ´

1

18
,
2

45

¯

であり, 垂線の長さは |
ÝÑ
OH| “

1

90
¨
?
90 “

1

3
?
10

.



演習問題

１ (1) puˆvq ˆw “

»

–

7
´7
´7

fi

fl ˆ

»

–

1
´1
´1

fi

fl “

»

–

0
0
0

fi

fl , uˆ pvˆwq “

»

–

1
3

´2

fi

fl ˆ

»

–

4
5

´1

fi

fl “

»

–

7
´7
´7

fi

fl. (結合律は不成立 !)

(2) b1 “
b ¨ a

}a}2
a, b2 “ b ´

b ¨ a

}a}2
a より, }b1} “

|a ¨ b|

}a}
, }b2} “

a

}b}2 ´ }b1}2 “

a

}a}2}b}2 ´ pa ¨ bq2

}a}

(b1, b2, b が直角三角形をなすことに注意). ここまでは Rn (n ě 2) のベクトルで成立するが, }b2} に

ついては, 空間ベクトルであれば外積を用いて }b2} “
}a ˆ b}

}a}
, 平面ベクトルであれば行列式を用いて

}b2} “
| detra bs|

}a}
と表せる.

(3) u ¨ v “ 2 ´ 3 ´ 6 “ ´7, }u} “
?
14, }v} “

?
14. また, u,v のなす角 θ p0 ď θ ď πq は,

cos θ “
u ¨ v

}u}}v}
“

´7
?
14

?
14

“ ´
1

2
より, θ “

2π

3
.

更に, v の u方向への正射影は v ¨ u

}u}2
u “

´7

14

»

–

1
3

´2

fi

fl “

»

–

´ 1
2

´ 3
2

1

fi

fl.

(4) detra b cs “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

を第 3列に関して余因子展開し, そのあと外積の定義を用いて,

detra b cs “ c1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a2 b2
a3 b3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ c2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 b1
a3 b3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` c3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

a1 b1
a2 b2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ pa2b3 ´ a3b2qc1 ` pa3b1 ´ a1b3qc2 ` pa1b2 ´ a2b1qc3 “ pa ˆ bq ¨ c.

この関係式を用いて, ① pa ˆ bq ¨ a “ detra b as “ 0, pa ˆ bq ¨ b “ detra b bs “ 0 (同じ列を含む行
列式の値は 0). ② detra b a ˆ bs “ pa ˆ bq ¨ pa ˆ bq “ }a ˆ b}2 ě 0. あとは a, bが 1次独立のとき
a ˆ b ‰ 0 を示す必要があるが, 図形的に考えれば }a ˆ b} “ (a, bの作る平行四辺形の面積) なので, こ
れは明らか.

(5) 一般に Pa ¨ b “ a ¨ tPb が成り立つ. これを用いて, Qa ¨Qb “ a ¨ tQQb “ a ¨ b. 更に, @c P R3 に対して,

pQa ˆ Qbq ¨ c “ detrQa Qb QtQcs “ pdetQq detra b tQcs “ ˘pa ˆ bq ¨
tQc “ ˘Qpa ˆ bq ¨ c

であるから, Qa ˆ Qb “ ˘Qpa ˆ bq が従う.

２ (1) ① 点 x1 と Ｃ (1)の直線との距離は 1 (2)で b “ x1 ´ x0 と考えたときの }b2} に等しい (下左図).

よって, 求める距離は }a ˆ px1 ´ x0q}

}a}
. (“垂線の足” は x0 ` b1 “ x0 `

a ¨ px1 ´ x0q

}a}2
a.)

② 点 x1 と Ｃ (2)の平面との距離は 1 (2)で b “ x1 ´ x0 と考えたときの }b1} に等しい (下右図).

よって, 求める距離は |a ¨ px1 ´ x0q|

}a}
. (“垂線の足” は x1 ´ b1 “ x1 ´

a ¨ px1 ´ x0q

}a}2
a.) 平面が

ax ` by ` cz ` d “ 0 と表されるなら a ¨ x0 ` d “ 0 であるから, a ¨ px1 ´ x0q “ a ¨ x1 ` d とな

り, 距離は |ax1 ` by1 ` cz1 ` d|
?
a2 ` b2 ` c2

と表される.

b “ x1 ´ x0
b1

b2
x1

x0

a
b “ x1 ´ x0

b1

b2
x1

x0

a

(2) ① ÝÑ
AB “

»

–

1
´3
3

fi

fl が直線 ABの方向ベクトルを与えるので, 直線 ABの方程式は x ´ 1 “
y ´ 1

´3
“

z

3
.

② ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC “

»

–

1
´3
3

fi

fl ˆ

»

–

2
´2
1

fi

fl “

»

–

3
5
4

fi

fl が平面 ABCの法線ベクトルだから, 平面 ABCの方程式は

3px ´ 1q ` 5py ´ 1q ` 4z “ 0. これを整理して, 3x ` 5y ` 4z “ 8.



次に, (1)② を利用するために, x0 “

»

–

1
1
0

fi

fl (Aの位置ベクトル), x1 “

»

–

´1
3
4

fi

fl (Dの位置ベクトル),

a “

»

–

3
5
4

fi

fl (平面 ABC の法線ベクトル) とおけば, 点 D と平面 ABC の距離は |a ¨ px1 ´ x0q|

}a}
“

20
?
50

“ 2
?
2.

③ ②と同じ意味で x0, x1, a を用いる. 直線 ℓは点 Aを通り, a “

»

–

3
5
4

fi

fl を方向ベクトルとするから,

その方程式は x ´ 1

3
“

y ´ 1

5
“

z

4
. また, aˆ px1 ´x0q “

»

–

3
5
4

fi

fl ˆ

»

–

´2
2
4

fi

fl “ 4

»

–

3
´5
4

fi

fl より, (1)①

を用いて, 点 Dとこの直線の距離は }a ˆ px1 ´ x0q}

}a}
“

4
?
50

?
50

“ 4.

【注】②, ③の距離は Dから平面, 直線に下ろした垂線の長さである. ②では Dから平面 ABCに垂線 DE

を下ろせば, Ep´1 ` 3t, 3 ` 5t, 4 ` 4tqが 3x ` 5y ` 4z “ 8上にあるから t “ ´ 2
5
となり, }

ÝÑ
DE} “ 2

?
2.

③では Dから “Aを通る平面 ABCの法線”に垂線 DFを下ろせば, Fp1 ` 3u, 1 ` 5u, 4uqが ÝÑ
DF K aを

満たすから u “ 2
5
となり, }

ÝÑ
DF} “ 4.

(3) 2 平面の法線ベクトルが a “

»

–

1
1

´3

fi

fl, b “

»

–

2
1
1

fi

fl であるから, a ˆ b “

»

–

4
´7
´1

fi

fl “ ´

»

–

´4
7
1

fi

flが交線の方向ベ

クトルとなる. 一方, 交線と xy 平面との交点は

$

&

%

x ` y ´ 3z “ 1
2x ` y ` z “ ´1

z “ 0
を解いて, px, y, zq “ p´2, 3, 0q.

よって, 交線の方程式は x ` 2

´4
“

y ´ 3

7
“ z

`

ô x “ ´2 ´ 4t, y “ 3 ` 7t, z “ t
˘

. あるいは, 交

線上の点は連立 1 次方程式
!

x ` y ´ 3z “ 1
2x ` y ` z “ ´1

の解であると考えて, 行基本変形
„

1 1 ´3 1
2 1 1 ´1

ȷ

Ñ

„

1 1 ´3 1
0 ´1 7 ´3

ȷ

Ñ

„

1 0 4 ´2
0 1 ´7 3

ȷ

により, 上と同じパラメータ表示を得る. 次に, 2 平面のなす角

θ p0 ď θ ď π
2

::::::::
q は法線同士のなす角に等しいから, cos θ “

|a ¨ b|

}a}}b}
“

0
?
11

?
6

“ 0. よって, θ “
π

2
.

【注】2直線の方向ベクトルが a, bであるとき, この 2直線のなす角 θ p0 ď θ ď π
2

q は「a, bのなす角」ま

たは「a,´bのなす角」のいずれかで与えられる. 従って, cos θ “
|a ¨ b|

}a}}b}
が成り立つ.

(4) ① 直線 ℓ上の点 p4 ` 5t, ´1 ` 3t, ´2 ´ 4tq を平面 αの方程式 5x ´ 4y ´ 3z “ 5 に代入して,

5p4 ` 5tq ´ 4p´1 ` 3tq ´ 3p´2 ´ 4tq “ 5 となり, t “ ´1. よって, 交点 x0 の座標は p´1,´4, 2q.

② α の法線ベクトルが a :“

»

–

5
´4
´3

fi

fl, ℓ の方向ベクトルが b :“

»

–

5
3

´4

fi

fl より, b の平面 α への正

射影は b ´
b ¨ a

}a}2
a “

»

–

5
3

´4

fi

fl ´
25

50

»

–

5
´4
´3

fi

fl “
5

2

»

–

1
2

´1

fi

fl {{

»

–

1
2

´1

fi

fl. よって, 直線 m の方程式は

x ` 1 “
y ` 4

2
“

z ´ 2

´1
.

③ c :“

»

–

1
2

´1

fi

fl が直線mの方向ベクトルであるから, 直線 ℓ,mのなす角を θ p0 ď θ ď π
2

q とすれば,

cos θ “
|b ¨ c|

}b}}c}
“

|5 ` 6 ` 4|
?
50

?
6

“
15

10
?
3

“

?
3

2
. 6 θ “

π

6
.

④ 求める平面は x0 を通り, bˆ c “

»

–

5
3

´4

fi

fl ˆ

»

–

1
2

´1

fi

fl “

»

–

5
1
7

fi

fl を法線ベクトルとする. よって, 方程式は

5px ` 1q ` py ` 4q ` 7pz ´ 2q “ 0, すなわち 5x ` y ` 7z “ 5.


