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1 小テスト問題
問 1

ˇ

ˇ

ˇ
x sin

1

x

ˇ

ˇ

ˇ
ď |x| Ñ 0 px Ñ `0q より, lim

xÑ`0
x sin

1

x
“ 0 .

問 2 fpxq “ px2 ` x` 2q´ 1
2 より, f 1pxq “ ´

1

2
px2 ` x` 2q´ 3

2 p2x` 1q. よって, f 1p1q “ ´
1

2
¨ 4´ 3

2 ¨ 3 “ ´
3

16
.

問 3 x2 “ t とおけば 2x dx “ dt より,
ż 1

0

x

px2 ` 1q3
dx “

ż 1

0

pt` 1q´3 dt

2
“

1

2

” 1

´2
pt` 1q´2

ı1

0
“ ´

1

4

´ 1

4
´ 1

¯

“
3

16
.

問 4 区分求積法により,

1

n` 1
`

1

n` 2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n` n
“

n
ÿ

k“1

1

n` k
“

1

n

n
ÿ

k“1

1

1 ` k
n

nÑ8
ÝÝÝÑ

ż 1

0

dx

1 ` x
“

”

logp1 ` xq

ı1

0
“ log 2 .

2 レポート課題
問題１ lim

xÑ0

ex ´ 1

x
“ 1 を用いて, n

`

n
?
2 ´ 1

˘

“
2

1
n ´ 1
1
n

“
e

log 2
n ´ 1
log 2
n

¨ log 2
nÑ8

ÝÝÝÑ log 2 .

問題２ y “ e´ 1
x px ‰ 0q より, y1 “ e´ 1

x

´

´
1

x

¯1

“
1

x2
e´ 1

x , y2 “
´2

x3
e´ 1

x `
1

x2
¨

1

x2
e´ 1

x “
1 ´ 2x

x4
e´ 1

x .

y2 “ 0となるのは x “
1

2
のときで, y2 はその前後で正から負に符号を

(下に凸から上に凸へ)
変える. よって, 変曲点は

´

1

2
,

1

e2

¯

.

問題３ fpxqの定義域は ´1 ă x ă 1 (ô 1´x
1`x ą 0) である. fpxq “

1

2
tlogp1´xq ´ logp1`xqu と変形できるから,

f 1pxq “
1

2

´

´1

1 ´ x
´

1

1 ` x

¯

“ ´
1

1 ´ x2
“

1

x2 ´ 1
.

また,

ż

log x dx “ x log x´

ż

x ¨
1

x
dx “ xplog x´ 1q より, fpxqの不定積分は

ż

fpxq dx “
1

2

ˆ
ż

logp1 ´ xq dx´

ż

logp1 ` xq dx

˙

“
1

2

!

p´1qp1 ´ xq

´

logp1 ´ xq ´ 1
¯

´ p1 ` xq

´

logp1 ` xq ´ 1
¯)

` C

“ ´
1

2
tp1 ´ xq logp1 ´ xq ` p1 ` xq logp1 ` xqu ` C1 (C1 は任意定数).

※ 真数に絶対値をつけても間違いではない.

あるいは,
ż

fpxq dx “ xfpxq ´

ż

xf 1
pxq dx “ x log

c

1 ´ x

1 ` x
´

ż

´x

1 ´ x2
dx “ x log

c

1 ´ x

1 ` x
´ log

?
1 ´ x2 ` C .

問題４ まず, a´ x “ t とおけば, dx “ ´dt より,

ż a

0

fpa´ xq dx “

ż 0

a

fptq p´dtq “

ż a

0

fptqdt “

ż a

0

fpxqdx.

この関係式を fpxq “
x sinx

1 ` cos2 x
, a “ π に適用して,

I :“

ż π

0

x sinx

1 ` cos2 x
dx “

ż π

0

pπ ´ xq sinpπ ´ xq

1 ` cos2pπ ´ xq
dx “

ż π

0

pπ ´ xq sinx

1 ` cos2 x
dx “ π

ż π

0

sinx

1 ` cos2 x
dx´ I.

6 I “
π

2

ż π

0

sinx

1 ` cos2 x
dx

cos x“t
“

π

2

ż 1

´1

dt

1 ` t2
t“tan θ

“
π

2

ż π
4

´ π
4

dθ “
π2

4
.



3 演習問題

１ (1)
?
n p

?
n` 1 ´

?
n q “

?
n ¨

pn` 1q ´ n
?
n` 1 `

?
n

“
1

b

1 ` 1
n ` 1

nÑ8
ÝÝÝÑ

1

2
.

(2) 半角の公式を用いて,
1 ´ cosx

x2
“

2 sin2 x
2

x2
“

2

4

´ sin x
2

x
2

¯2
xÑ0

ÝÝÝÑ
1

2
. あるいは分子分母に 1 ` cosx を

掛けて,
1 ´ cosx

x2
“

1 ´ cos2 x

p1 ` cosxqx2
“

1

1 ` cosx

´ sinx

x

¯2
xÑ0

ÝÝÝÑ
1

2
.

(3) y “
1

?
x
とおけば, x Ñ `0のとき y Ñ 8 であるから,

?
x log x “

1

y
log

1

y2
“ ´

2 log y

y

yÑ8
ÝÝÝÝÑ
xÑ`0

0 . こ
こで, log y ! y py Ñ 8q であることを用いた.

(4) まず, an`1 pn “ 1, 2, . . . q は初項 a2, 公比 a の等比数列であるから,
N
ÿ

n“1

an`1 “

$

&

%

a2p1 ´ aN q

1 ´ a
pa ‰ 1q,

N pa “ 1q.

これより, lim
NÑ8

N
ÿ

n“1

an`1 “

$

’

’

&

’

’

%

a2

1 ´ a
p|a| ă 1q,

8 pa ŕ 1q,

存在せず pa ő ´1q.

(5) h “ ´
1

2n
とおけば, n “ ´

1

2h
であり, n Ñ 8のとき h Ñ ´0. よって,

´

1 ´
1

2n

¯n

“ p1 ` hq´ 1
2h “ tp1 ` hq

1
h u´ 1

2
hÑ´0

ÝÝÝÝÑ
nÑ8

e´ 1
2 “

1
?
e
.

(6)
3x ´ 3´x

2x
“

32x ´ 1

2x
¨ 3´x “

e2x log 3 ´ 1

2x log 3
¨ 3´x log 3

xÑ0
ÝÝÝÑ log 3 .

２ (1) y “ p2x` 1q3px´ 1q´2 と書いて,

y1 “ 6p2x` 1q2 ¨ px´ 1q´2 ` p2x` 1q3 ¨ p´2qpx´ 1q´3

“ p2x` 1q2px´ 1q´3t6px´ 1q ´ 2p2x` 1qu “
2px´ 4qp2x` 1q2

px´ 1q3
.

商の導関数の公式を使ってもよいが, この問題では最後に「約分」操作が必要となる. 別の有効な方法と
して「対数微分法」にも言及しておく. y “

p2x` 1q3

px´ 1q2
の両辺の絶対値をとり, 更に自然対数をとれば,

log |y| “ 3 log |2x` 1| ´ 2 log |x´ 1|. これを xで微分して,
y1

y
“

6

2x` 1
´

2

x´ 1
. これより,

y1 “ y ¨ 2
´ 3

2x` 1
´

1

x´ 1

¯

“
p2x` 1q3

px´ 1q2
¨

2px´ 4q

p2x` 1qpx´ 1q
“

2px´ 4qp2x` 1q2

px´ 1q3
.

(2) y1 “ 2xplog xq3 ` x2 ¨
3plog xq2

x
“ 2xplog xq3 ` 3xplog xq2 “ xp2 log x` 3qplog xq2 .

(3) 合成関数の微分法により, y1 “
1

x`
?
x2 ´ 1

´

1`
x

?
x2 ´ 1

¯

“
1

x`
?
x2 ´ 1

?
x2 ´ 1 ` x
?
x2 ´ 1

“
1

?
x2 ´ 1

.

(4) y “ 1 ´
2

ex ` 1
より, y1 “

2

pex ` 1q2
¨ ex “

2ex

pex ` 1q2
.

(5) y1 “ 2x ¨ 4x ` x2 ¨ 4x log 4 “ 2xpx log 2 ` 1q 4x .

(6) 両辺の対数をとり, log y “ ´x log x. これより,
y1

y
“ ´plog x` 1q, すなわち y1 “ ´x´xplog x` 1q .

(7) y1 “ e´ 1
x2 ¨

2

x3
“

2

x3
e´ 1

x2 . (8) y1 “ 3 sin2p2x` 1q ¨ cosp2x` 1q ¨ 2 “ 6 sin2p2x` 1q cosp2x` 1q .



(9) y1 “
p´ sinxqp1 ` sinxq ´ pcosxqpcosxq

p1 ` sinxq2
“

´ sinx´ 1

p1 ` sinxq2
“ ´

1

1 ` sinx
.

(10) y1 “ ´
1

tan2 x
¨

1

cos2 x
“ ´

1

sin2 x
. (11) y1 “

´ sinx

cosx
“ ´ tanx .

３ (1) n “ 1 のとき, f 1pxq “ ptanxq1 “ 1 ` tan2 x であるから, P1ptq “ 1 ` t2 (2 次式) とおいて, f 1pxq “

P1ptanxq が成り立つ. n ě 2 のとき, f pn´1qpxq “ Pn´1ptanxq (Pn´1ptq は n 次式) と表されると仮
定すれば, 両辺を x で微分して, f pnqpxq “ P 1

n´1ptanxq ptanxq1 “ p1 ` tan2 xqP 1
n´1ptanxq. よって,

Pnptq “ p1 ` t2qP 1
n´1ptq とおけば, Pnptqは n ` 1次式であり, f pnqpxq “ Pnptanxq が成り立つ. 以上か

ら, 数学的帰納法により, すべての自然数 nに対して主張が正しいことが分かる.

(2) 合成関数の微分公式により,

tF p 1
sin2 x

qu1 “ F 1p 1
sin2 x

q p 1
sin2 x

q1 “ ´ 2 cos x
sin3 x

F 1p 1
sin2 x

q,

tF p 1
sin2 x

qu2 “ p 2
sin2 x

` 6 cos2 x
sin4 x

qF 1p 1
sin2 x

q ` p´2 cos x
sin3 x

q2F 2p 1
sin2 x

q

“ p 2
sin2 x

`
6p1´sin2 xq

sin4 x
qF 1p 1

sin2 x
q `

4p1´sin2 xq

sin6 x
F 2p 1

sin2 x
q

“ 2p 3
sin4 x

´ 2
sin2 x

qF 1p 1
sin2 x

q ` 4p 1
sin6 x

´ 1
sin4 x

qF 2p 1
sin2 x

q.

よって, Gptq :“ 2tp3t´ 2qF 1ptq ` 4t2pt´ 1qF 2ptq と定めれば, tF p 1
sin2 x

qu2 “ Gp 1
sin2 x

q が成り立つ.

４ (1) y “ sinx
`

´
π

2
ă x ă

π

2

˘

の逆関数が x “ gpyq であるから,

g1pyq “
1

psinxq1
“

1

cosx
“

1
a

1 ´ sin2 x
“

1
a

1 ´ y2
.

(2) x “ φptq :“ t´ sin t, y “ φptq :“ 1 ´ cos t とおけば,

dy

dx
“
ψ1ptq

φ1ptq
“

sin t

1 ´ cos t
“

2 cos t
2 sin t

2

2 sin2 t
2

“
cos t

2

sin t
2

“
1

tan t
2

.

５ 以下では, 積分定数は省略する.

(1) (与式) “

ż

p2x` 1q´3 dx “
1

2
¨

1

´2
p2x` 1q´2u “ ´

1

4p2x` 1q2
.

(2) (与式) “

ż

px´ 1q ` 2
?
x´ 1

dx “

ż

␣

px´ 1q
1
2 ` 2px´ 1q´ 1

2

(

dx “
2

3
px´ 1q

3
2 ` 2 ¨ 2px´ 1q

1
2

“
2

3
px` 5q

?
x´ 1 .

あるいは, u “
?
x´ 1 とおけば, x “ u2 ` 1, dx “ 2u du となるので,

(与式) “

ż

pu2 ` 1q ` 1

u
¨ 2u du “ 2

ż

pu2 ` 2q du “
2

3
pu2 ` 6qu “

2

3
px` 5q

?
x´ 1 .

(3) (与式) “
1

2

ż

e´x2

px2q1 dx “ ´
1

2
e´x2

.

(4) (与式) “

ż 1
log a pax ` 1q1

ax ` 1
dx “

logpax ` 1q

log a
“ logapax ` 1q .

(5) まず, 被積分関数の定義域は x ą ´1 であることに注意する. 部分積分法を用いて,

(与式) “
1

2
x2 logpx` 1q ´

1

2

ż

x2

x` 1
dx “

1

2
x2 logpx` 1q ´

1

2

ż

´

x´ 1 `
1

x` 1

¯

dx

“
1

2
x2 logpx` 1q ´

1

2

! x2

2
´ x` logpx` 1q

)

“ ´
1

4
xpx´ 2q `

1

2
px2 ´ 1q logpx` 1q .

(6) (与式) “

ż

p1´cos2 xq sinx dx “ ´

ż

p1´cos2 xqpcosxq1 dx “ ´

´

cosx´
cos3 x

3

¯

“
1

3
pcos3 x´ 3 cosxq .



あるいは, 3倍角の公式 sin 3x “ 3 sinx´ 4 sin3 x を用いて, sin3 x “
1

4
p3 sinx´ sin 3xq であるから,

(与式) “
1

4

ż

p3 sinx´ sin 3xq dx “
1

4

´

´3 cosx`
cos 3x

3

¯

“
1

12
pcos 3x´ 9 cosxq .

(7) 積和の公式を用いて, (与式) “
1

2

ż

psin 5x`sinxq dx “
1

2

´

´
cos 5x

5
´cosx

¯

“ ´
1

10
p5 cosx` cos 5xq .

(8) ヒントに従って計算し, u “ sinx とおけば,

(与式) “

ż

psinxq1 dx

1 ´ sin2 x
“

ż

du

1 ´ u2
“

1

2

ż

´ 1

1 ´ u
`

1

1 ` u

¯

“
1

2
log

ˇ

ˇ

ˇ

1 ` u

1 ´ u

ˇ

ˇ

ˇ
“

1

2
log

1 ` sinx

1 ´ sinx
.

６ (1) (与式) “

”

´
1

5
p1 ´ xq5

ı1

0
“

1

5
. 1 ´ x “ u で置換してもよい.

(2) 部分積分を用いる.

(与式) “

” 1

3
px´ aq3px´ bq2

ıb

a
´

2

3

ż b

a

px´ aq3px´ bq dx

“ ´
2

3

!” 1

4
px´ aq4px´ bq

ıb

a
´

1

4

ż

px´ aq4 dx
)

“
1

6

” 1

5
px´ aq5

ıb

a
“

1

30
pb´ aq5 .

(3) x “ 2 cos θ とおけば, dx “ ´2 sin θ dθ であり, x “ ´1 Ñ
?
3 は θ “

2π

3
Ñ

π

6
に対応する. よって,

(与式) “

ż π
6

2π
3

a

4p1 ´ cos2 θq p´2 sin θq dθ “

ż 2π
3

π
6

4 sin2 θ dθ

“

ż 2π
3

π
6

2p1 ´ cos 2θq dθ “

”

2θ ´ sin 2θ
ı

2π
3

π
6

“ π `
?
3 .

−1−2
√

3

x

y

0 2

2

あるいは, 右図の面積に注目し, (与式) “
4π

4
` 2 ¨

1 ¨
?
3

2
“ π `

?
3 .

(4)

ż 1

a

log x
?
x
dx “

“

2
?
x log x

‰1

a
´

ż 1

a

2
?
x ¨

1

x
dx “ ´2

?
a log a´

“

4
?
x
‰1

a
“ ´2

?
a log a´ 4p1´

?
a q. こ

こで, 1 (3)より lim
aÑ`0

?
a log a “ 0 であったから, lim

aÑ`0

ż 1

a

log x
?
x
dx “ ´4 .

(5) 部分積分を用いる. (与式) “
“

´x cosx
‰π

0
`

ż π

0

cosx dx “ π `
“

sinx
‰π

0
“ π .

(6) (与式) “

ż π
3

π
6

sinx

cosx
dx “

ż π
3

π
6

´pcosxq1

cosx
dx “

”

´ logpcosxq

ı
π
3

π
6

“ ´ log
1
2

?
3
2

“ log
?
3 “

1

2
log 3 .

(7) sin2 x cos3 x “ sin2 xp1 ´ sin2 xqpsinxq1 に注意して, u “ sinx とおけば, du “ cosx dx で, x “ 0 Ñ
π

2

は u “ 0 Ñ 1 に対応する. よって, (与式) “

ż 1

0

u2p1 ´ u2q du “

” 1

3
u3 ´

1

5
u5

ı1

0
“

2

15
.

７ (1)
1

?
n

´ 1
?
n` 1

` ¨ ¨ ¨ `
1

?
n` n

¯

“
1

n

n
ÿ

k“1

1
b

1 ` k
n

nÑ8
ÝÝÝÑ

ż 1

0

dx
?
1 ` x

“

”

2
?
1 ` x

ı1

0
“ 2

?
2 ´ 2 .

(2) 一般に, fpxqが x ě 1において単調減少ならば, k ď x ď k`1 (kは自然数)のとき fpk`1q ď fpxq ď fpkq

であるから, fpk ` 1q ď

ż k`1

k

fpxq dx ď fpkq. 左側の不等式を用いて,
n
ÿ

k“2

fpkq ď

ż n

1

fpxq dx. また, 右側

の不等式を用いて,

ż n`1

1

fpxq dx ď

n
ÿ

k“1

fpkq. よって,

ż n`1

1

fpxq dx ď

n
ÿ

k“1

fpkq ď fp1q `

ż n

1

fpxq dx. 特

に, fpxq “
1

x
と選び, logpn ` 1q ď

n
ÿ

k“1

1

k
ď 1 ` log n. よって,

logpn` 1q

log n
ď

1

log n

n
ÿ

k“1

1

k
ď

1

log n
` 1.

ここで,
logpn` 1q

log n
“

log n` logp1 ` 1
n q

log n
Ñ 1 pn Ñ 8q であるから, “はさみうちの原理” により,

lim
nÑ8

1

log n

´

1 `
1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

¯

“ 1 .


