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0. 概要
まず一次独立と一次従属について記す．
【一次独立】
a1, · · · , ak ∈ Rm について考える．

a1, · · · , ak が一次独立
⇔ c1a1 + · · · + ckak = 0となる c1, · · · , ck は c1 = · · · = ck = 0に限る．

⇔同次連立一次方程式 [a1, · · · , ak]


c1
...

ck

 = 0が自明な解


c1
...

ck

 =

0
...

0

のみもつ
⇔rank [a1, · · · , ak] = k

【一次従属】
a1, · · · , ak ∈ Rm について考える．

a1, · · · , ak が一次従属
⇔一次独立でない
⇔ c1a1 + · · · + ckak = 0となる c1, · · · , ck は c1 = · · · = ck = 0以外にも存在する．

⇔同次連立一次方程式 [a1, · · · , ak]


c1
...

ck

 = 0が自明な解


c1
...

ck

 =

0
...

0

以外にも解を持つ．
⇔rank [a1, · · · , ak] , k

◎一次従属であるとき


c1
...

ck

 ,

0
...

0

 が存在して関係式 c1a1 + · · · + ckak = 0 が成立するがこれを非

自明な一次関係式という．非自明な一次関係式は同次連立一次方程式 [a1, · · · , ak]


c1
...

ck

 = 0より解

c1, · · · , ck を求めれば求められる．
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例 0.1. a1 =


1

2

3

，a2 =


3

1

2

，a3 =


2

1

3

について考える．
[
a1 a2 a3

]
=

1 3 2
2 1 1
3 2 3

 −→
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (1)

よって rank
[
a1 a2 a3

]
= 3であるので a1，a2，a3 は一次独立．

例 0.2. a1 =


1

2

3

，a2 =


3

1

2

，a3 =


7

−1

0

について考える．
[
a1 a2 a3

]
=

1 3 7
2 1 −1
3 2 0

 −→
1 0 −2
0 1 3
0 0 0

 (2)

よって rank
[
a1 a2 a3

]
= 2であるので a1，a2，a3 は一次従属．また

[
a1 a2 a3

] 
c1

c2

c3

 =

0

0

0

の

解は


c1

c2

c3

 = c


2

−3

1

 (cは任意定数)．よって非自明な一次関係式は 2a1-3a2+a3 = 0．

次に基底と次元について記す．
【基底と次元】
ベクトル空間 V の元の組 (v1, · · · , vn)は次の２つの条件を共に満たすとき V の基底という．

1. v1, · · · , vn は V を生成する．すなわち V =< v1, · · · , vn >

2. v1, · · · , vn は一次元独立である．

◎基底の取り方は一意的ではないがベクトル空間の基底をなす元の個数はただ一つに決まる．この
個数をベクトル空間の次元という．

例 0.3. W =



x

y

z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x + 2y + 4z = 0

x + y + z = 0

5x + 4y + 2z = 0

を考えると

1 2 4

1 1 1

5 4 2

 −→

1 0 −2

0 1 3

0 0 0

．

よって


x + 2y + 4z = 0

x + y + z = 0

5x + 4y + 2z = 0

の解は


x

y

z

 = c


2

−3

1

 (cは任意定数)．よって


2

−3

1

が基底で次元は 1．
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1. 小テスト問題

問 1 ベクトル b =


1

2

4

，c =


6

13

15

，a1 =


5

12

2

，a2 =


−4

−7

−25

，a3 =


6

13

15

，a4 =


2

5

1

を考える．この
とき一次独立となるベクトルの組み合わせを次から選択しなさい．

１． b, c, a1 2． b, c, a2 3． b, c, a3 ４． b, c, a4

問 2 ベクトル a1 =


4

9

2

，a2 =


5

10

1

，a3 =


4

10

k

が一次元従属となる kの値を次から選択せよ．

１． 16
3

2． 16
5

3． 16
7

４． 16
9

問 3 ベクトル a1 =


1

3

3

2


，a2 =


2

5

4

1


，a3 =


3

4

0

1


，a4 =


3

5

2

k


が一次元従属となる k の値を次から選択

せよ．

１． 1 2． 2 3． 4 ４． 8

問 4 W =



x

y

z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x + y + z = 0

x + 3y − 5z = 0

x + 2y − 2z = 0

の基底を次から選択せよ．

１．



−4

3

1


 2．



1

2

3

 ,

1

3

5


 3．



2

0

1

 ,


0

−7

1


 ４．



1

0

0

 ,

0

1

0

 ,

0

0

1
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2. レポート課題

問 1

W1 =

〈
a1 =

423
 , a2 =

152
 , , a3 =

322

〉

の次元を求めよ．

問 2

W2 =


xyz
 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2x + 3y + 5z = 0


の次元を求めよ．

問 3

W3 =


abc
 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣
3x + 4y + 26z = a
−2x − 6y − 24z = b
5x − 9y + 12z = c

が解を持つ


の次元を求めよ．

問 4

a1 =

763
 , a2 =

10
9
4

 , a3 =

 9
12
1


の間に成り立つ非自明な一次関係式を求めよ．ただし，整数を係数とする関係式を答えること．
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3. 他の問題
1 ［数ベクトルの一次独立性の判定と非自明な一次関係式］ 次のベクトルが一次独立かどうか

判定し，一次従属の場合には，非自明な一次関係式をひとつ求めよ．

(1)

 1
5
−2

 ,
 1

7
−3

 ,
 3

7
−2

 (2)

 1
1
−1

 ,
 2

3
4

 ,
 5
−1
1

 ,
 4

4
3



(3)


−1
2
1
2

 ,


1
−1
3
3

 ,


1
1
1
3

 ,


1
1
2
4

 (4)


0
1
2
3

 ,


1
2
3
0

 ,


2
3
0
1

 ,


3
0
1
2


2［一次独立性］ベクトル空間 V に属する 4つのベクトル v1,v2,v3,v4 が一次独立であるとする．

(1) V 中の次のベクトルの組は一次独立かどうか判定せよ．一次従属の場合には，非自明な一次関
係式をひとつ求めよ．

(i) (a1 = v1 + 5v2 − 2v3, a2 = v1 + 7v2 − 3v3, a3 = 3v1 + 7v2 − 2v3)

(ii) (a1 = v2 + 2v3 + 3v4, a2 = v1 + 2v2 + 3v3, a3 = 2v1 + 3v2 + v4, a4 = 3v1 + v3 + 2v4)

(2) V 中の次のベクトルの組が一次従属となるような定数 kを求め，そのときの非自明な一次関係
式をひとつ求めよ．

(a1 = 2v1 + v2 − 5v3, a2 = −4v1 + 3v2 − 3v3, a3 = −5v1 + 2v2 + kv3)
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3 ［数ベクトル空間の基底と次元］次のベクトルの組 E1～E5 のうち，次の条件 (i),(ii),(iii)を
満たしているものをそれぞれすべて答えよ．
(i) R3 を生成する． (ii) 一次独立なベクトルの組である． (iii) R3 の基底である．

E1 :


 −1

0
2

 ,
 0
−2
1


 E2 :


 0
−1
1

 ,
 1

0
−1

 ,
 1

1
0


 E3 :


 0
−1
1

 ,
 1

0
−1

 ,
 −1

1
0




E4 :


 1

3
5

 ,
 2

3
4

 ,
 3

2
2


 E5 :


 1

1
−1

 ,
 2

3
4

 ,
 5
−1
1

 ,
 4

4
3




4 ［部分空間の基底と次元］次の 4つの R3 の部分空間の基底と次元を求めよ．

W1 =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣ 2x + y − 4z = 0

 , W2 =

〈 0
−1
1

 ,
 1

0
−1

 ,
 −1

1
0


〉
,

W3 =


 x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣
x + y + z = 0

2x + y + 4z = 0
−x − 3y + 3z = 0

 , W4 =


 a

b
c

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
連立一次方程式

x + y + z = a
2x + y + 4z = b
−x − 3y + 3z = c

が解を持つ．


5 ［部分空間の基底］ R4 の部分空間 W を次で定義する．

W =
〈
a1 =


3
1
0
2

 ,a2 =


0
−2
3
2

 ,a3 =


4
2
−1
2

 ,a4 =


1
1
3
2


〉

(1) a1,a2,a3,a4 の間に成り立つ非自明な一次関係式をひとつ求めよ．
(2) 次のうち，W の基底となっているものをすべて選べ．

E : (a1,a2,a3)， F : (a1,a2,a4)， G : (a1,a3,a4)， H : (a2,a3,a4)

(3)


b1 =


4

0

0

3


, b2 =


7

5

0

4


, b3 =


1

−3

−3

0




は W の基底であることを示せ．
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