
数学演習第二 （演習第９回）
線形：線形写像，核と像 2022年 12月 21日

要点� �
〈線形写像〉（線形教科書 pp. 142–144）

• V,W をベクトル空間とする．以下の条件 (1), (2)を満たす写像 f : V Ñ W を 線形写像 という．
(1) 任意の a, b P V に対して，fpa ` bq “ fpaq ` fpbqが成り立つ．
(2) 任意の a P V，k P Rに対して，fpkaq “ kfpaqが成り立つ．

これら (1), (2)の性質を線形性という．

• V の零ベクトルを 0V，W の零ベクトルを 0W とする．このとき，f : V Ñ W が線形写像ならば
fp0V q “ 0W

が成り立つ．この対偶を取ると，fp0V q ‰ 0W ならば f は線形写像でない．

• Aを m ˆ n 行列とし，f : Rn Ñ Rm を fpxq “ Axで定める．このとき，f は線形写像となる．
実際，任意の a, b P Rn, k P Rに対して，

fpa ` bq “ Apa ` bq “ Aa ` Ab “ fpaq ` fpbq, fpkaq “ Apkaq “ kAa “ kfpaq.

〈線形写像の決定〉（線形教科書 pp. 145–146）

• V,W をベクトル空間，pa1, . . . ,anqを V の基底とする．任意の b1, . . . , bn P W に対して，
fpa1q “ b1, . . . , fpanq “ bn

を満たす線形写像 f : V Ñ W がただ一つ存在する．

〈線形写像の核，像〉（線形教科書 pp. 139–142, 147–154）

• V,W をベクトル空間，f : V Ñ W を線形写像とする．このとき，
Ker f “ ta P V | fpaq “ 0W u Ă V

を f の核といい，
Im f “ fpV q “ tfpaq | a P V u Ă W

を f の像という．Ker f は V の部分空間となり，Im f はW の部分空間となる．
• A を m ˆ n 行列とする．fApxq “ Ax で定められる線形写像 fA : Rn Ñ Rm を考える．このと
き，Ker fA は Aの零空間 NpAqに一致する．また，Rn の標準基底 pe1, . . . , enqに対して，

Im fA “ xfApe1q, . . . , fApenqy

となる．すなわち，Im fA は fApe1q, . . . , fApenq で生成される．A “ ra1 ¨ ¨ ¨ ans と表せば，
fApe1q “ a1, . . . , fApenq “ an なので，Im fA “ xa1, . . . ,any となり，Im fA は A の列空間
CpAqに一致する．

• 写像 f : V Ñ W が単射であるとは，任意の a, b P V に対して，a ‰ b ñ fpaq ‰ fpbq が成り立
つことをいう．また，f が全射であるとは，fpV q “ W が成り立つことをいう．

• f : V Ñ W が線形写像であるとき，次の (1)–(3)が成り立つ．
(1) f が単射 ðñ Ker f “ t0V u ðñ dimKer f “ 0．
(2) f が全射 ðñ Im f “ W ðñ dim Im f “ dimW．
(3) dimV “ dimKer f ` dim Im f� �
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なので，f は線形写像でない．

例 2 f : R2 Ñ R2 を f
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で定める．このとき，f は線形写像の定義 (2)を満たさない

ので，線形写像でない．実際，a “
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となり，fpkaq ‰ kfpaq．
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fl を満たす線形写像 f : R2 Ñ R3 を求める．
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次に，この式を用いて，
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を得る．以上で線形写像 f を求めることができた．



演習問題

1 以下の写像が線形写像になるかどうか調べよ．

(1) f
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で定義される写像 f : R3 Ñ R2．
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で定義される写像 f : R3 Ñ R2．
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2 で定義される写像 f : R2 Ñ R．

(4) fppptqq “ p1ptq で定義される写像 f : Rrtsn`1 Ñ Rrtsn．ただし，Rrtsn は n次以下の実係数多項
式全体からなるベクトル空間とする．

2 mˆn行列 Aを次のように定めるとき，それぞれの Aが決める Rn から Rm への線形写像 fpxq “ Ax

について以下の問いに答えよ．
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(1) Ker f の次元と基底を求めよ．(t0uの場合，基底は無し，次元は 0であることに注意せよ．)

(2) Im f の次元と基底を求めよ．

(3) f は単射であるかどうかを調べよ．また，全射であるかどうかを調べよ．

3 (1) k を実数とする．
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を満たす線形写像 f : R2 Ñ R3 を求めよ．*1

(2) (1)の f が単射にならないための kの条件を求めよ．さらに，kがその条件を満たすとき，Im f の
次元と基底を求めよ．

4 線形写像 D : Rrts3 Ñ Rrts3 を
Dppptqq “ 2pptq ´ pt ` 1qp1ptq

で定義する．

(1) KerD の次元と基底を求めよ．

(2) ImD の次元と基底を求めよ．

*1 「f : R2 Ñ R3 を求めよ」は「f
´

„
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を求めよ」あるいは「fpxq “ Ax となる行列 Aを求めよ」と解釈する (数学演習ウェ
ブページ公開時に加筆)．



レポート課題
• 答だけでなく, 計算の過程も書いて下さい. （A4用紙１～２枚にまとめ, pdfファイルに変換して提出）
• 授業に出席し, レポートを授業翌日までにWebClassに提出して「出席」となります.

1 写像 f : Rrtsn Ñ Rrtsn`1 を

fppptqq “

ż t

0

ppsq ds

で定める (Rrtsn の定義は演習問題 1 (4)を参照せよ)．

(1) f は線形写像であることを示せ．

(2) f は単射であるが全射でないことを示せ．

2 A “

»

–

1 3 1 3
2 7 3 8

´1 2 4 7

fi

flとし，線形写像 f : R4 Ñ R3 を fpxq “ Axで定める．

(1) Ker f の次元と基底を求めよ．

(2) Im f の次元と基底を求めよ．


