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1 (1) a “ logp1 `
?
2 q のとき, 広義積分

ż 8

a

dx

coshx
の値を求めよ.

【答】 1

coshx
“

coshx

cosh2 x
“

psinhxq1

1 ` sinh2 x
より, sinhx “ u とおいて,

ż 8

a

dx

coshx
“

ż 8

sinh a

du

1 ` u2
“

”

Tan´1 u
ı8

sinh a
“
π

2
´ Tan´1psinh aq.

ここで,

sinh a “
ea ´ e´a

2
“

1

2

´

1 `
?
2 ´

1

1 `
?
2

¯

“
1

2

␣

p1 `
?
2 q ´ p

?
2 ´ 1q

(

“ 1

であるから,

ż 8

a

dx

coshx
“
π

2
´ Tan´1 1 “

π

4
.

［別法］ 1

coshx
“

2

ex ` e´x
“

2ex

e2x ` 1
より, ex “ v とおいて,

ż 8

a

dx

coshx
“

ż 8

ea

2 dv

v2 ` 1
“

”

2Tan´1 v
ı8

ea
“ 2

´π

2
´ Tan´1 ea

¯

“ π ´ 2Tan´1p1 `
?
2 q.

ここで, 下の【注】により Tan´1p1 `
?
2 q “

3π

8
であるから,

ż 8

a

dx

coshx
“ π ´ 2 ¨

3π

8
“

π

4
.

【注】右図から tan
3π

8
“

?
2 ` 1, tan

π

8
“

1
?
2 ` 1

“
?
2 ´ 1 が分かる.

よって, Tan´1p
?
2 ` 1q “

3π

8
, Tan´1p

?
2 ´ 1q “

π

8
. 同様な絵を描いて,

tan
5π

12
“ 2 `

?
3, tan

π

12
“ 2 ´

?
3 も得られる

1

1
?

2

?

2

2 関数 fpx, yq “ Sin´1 y

x
p|y| ă xq および φptq “ t2 ` 1, ψptq “ 2t について考える.

(2) 偏導関数 fypx, yq を求めよ.

【答】 |y| ă x (従って x ą 0) に制限されているので, fypx, yq “
1

a

1 ´ py{xq2
¨
1

x
“

1
a

x2 ´ y2
.

(3) 2次偏導関数 fxypx, yq を求めよ.

【答】 (2)の結果を用いて, fxypx, yq “
B

Bx

1
a

x2 ´ y2
“ ´

1

2

2x

px2 ´ y2q3{2
“ ´

x

px2 ´ y2q3{2
.

(4) 合成関数 gptq “ fpφptq, ψptqq (|t| ă 1) の導関数 g1ptq を求めよ.

【答】 fpx, yq (|y| ă x) の偏導関数は

fxpx, yq “
1

a

1 ´ py{xq2
¨

´

´
y

x2

¯

“ ´
y

x
a

x2 ´ y2
, fypx, yq “

1
a

x2 ´ y2
.

ここで, x “ t2 ` 1, y “ 2t (|t| ă 1) とすれば,
a

x2 ´ y2 “
a

pt2 ` 1q2 ´ p2tq2 “
a

pt2 ´ 1q2 “ 1 ´ t2.

よって, 合成関数の微分公式を用いて,

g1ptq “ fxpx, yq
dx

dt
` fypx, yq

dy

dt
“ ´

2t

pt2 ` 1qp1 ´ t2q
¨ 2t`

1

1 ´ t2
¨ 2

“
´4t2 ` 2pt2 ` 1q

pt2 ` 1qp1 ´ t2q
“

2p1 ´ t2q

pt2 ` 1qp1 ´ t2q
“

2

t2 ` 1
.



［別法］ gptq “ Sin´1 2t

t2 ` 1
(|t| ă 1) であるから,

g1ptq “
1

b

1 ´ p 2t
t2`1 q2

´ 2t

t2 ` 1

¯1

“
t2 ` 1

a

pt2 ` 1q2 ´ p2tq2
2pt2 ` 1q ´ 2t ¨ 2t

pt2 ` 1q2

“
1

a

pt2 ´ 1q2

2p1 ´ t2q

t2 ` 1
“

1

1 ´ t2
2p1 ´ t2q

t2 ` 1
“

2

t2 ` 1
.

3 関数 fpx, yq “
1

?
x´ y

および φpu, vq “ u2 ´ v2, ψpu, vq “ 2uv について考える.

(5) 合成関数 gpu, vq “ fpφpu, vq, ψpu, vqq の pu, vq “ p1,´2q における u に関する偏微分係数 gup1,´2q を求
めよ.

【答】 まず, fpx, yq の偏導関数は

fxpx, yq “ ´
1

2px´ yq3{2
, fypx, yq “

1

2px´ yq3{2
.

合成関数の微分公式を用いて,

gup1,´2q “ fxpφp1,´2q, ψp1,´2qqφup1,´2q ` fypφp1,´2q, ψp1,´2qqψup1,´2q

“ fxp´3,´4q ¨ 2 ` fyp´3,´4q ¨ p´4q

“

´

´
1

2

¯

¨ 2 `
1

2
¨ p´4q “ ´3 .

［別法］ gpu, vq “
1

?
u2 ´ v2 ´ 2uv

であるから,

gupu, vq “ ´
1

2pu2 ´ v2 ´ 2uvq3{2
¨

B

Bu
pu2 ´ v2 ´ 2uvq “ ´

u´ v

pu2 ´ v2 ´ 2uvq3{2
.

よって, gup1,´2q “ ´
3

t1 ´ p´2q2 ´ 2p´2qu3{2
“ ´3 .

(6) 変換 x “ φpu, vq, y “ ψpu, vq のヤコビアン Bpx, yq

Bpu, vq
を求めよ.

【答】 Bpx, yq

Bpu, vq
“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

φu φv

ψu ψv

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2u ´2v
2v 2u

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 4pu2 ` v2q .

4 関数 fpx, yq “
cospx` 2yq

1 ´ x` y
について考える.

(7) 点 p0, 0, 1q における曲面 z “ fpx, yq の接平面の方程式を z “ ax` by ` c (a, b, cは定数)の形で求めよ.

【答】 (8)のことも考えて, fpx, yq “
cospx` 2yq

1 ´ x` y
の 2次までのマクローリン展開を求める.

cosX “ 1 ´
X2

2
` opX2q,

1

1 ´X
“ 1 `X `X2 ` opX2q pX Ñ 8q

であるから,

fpx, yq “
cospx` 2yq

1 ´ px´ yq
“

!

1 ´
px` 2yq2

2
` opx2 ` y2q

)!

1 ` px´ yq ` px´ yq2 ` opx2 ` y2q

)

“ 1 ` px´ yq `

!

px´ yq2 ´
px` 2yq2

2

)

` opx2 ` y2q

“ 1 ` px´ yq `

´x2

2
´ 4xy ´ y2

¯

` opx2 ` y2q.

よって, z “ fpx, yq の点 p0, 0, 1qにおける接平面の方程式は

z “ 1 ` x´ y, すなわち z “ x´ y ` 1 .



［別法］ fpx, yq “
cospx` 2yq

1 ´ x` y
の偏導関数は

fxpx, yq “ ´
sinpx` 2yq

1 ´ x` y
`

cospx` 2yq

p1 ´ x` yq2
,

fypx, yq “ ´
2 sinpx` 2yq

1 ´ x` y
´

cospx` 2yq

p1 ´ x` yq2
.

よって, z “ fpx, yq の p0, 0, 1qにおける接平面の方程式は

z ´ 1 “ fxp0, 0qx` fyp0, 0qy “ x´ y, すなわち z “ x´ y ` 1 .

(8) 前問の計算を見て, fpx, yq のマクローリン展開の２次の項は 1

2
x2 ´ 4xy ´ y2 .

［別法］ fpx, yq “
cospx` 2yq

1 ´ x` y
の 2次偏導関数はライプニッツの公式を用いて

fxxpx, yq “ ´
cospx` 2yq

1 ´ x` y
´

2 sinpx` 2yq

p1 ´ x` yq2
`

2 cospx` 2yq

p1 ´ x` yq3
,

fxypx, yq “ ´
2 cospx` 2yq

1 ´ x` y
´

sinpx` 2yq

p1 ´ x` yq2
´

2 cospx` 2yq

p1 ´ x` yq3
,

fyypx, yq “ ´
4 cospx` 2yq

1 ´ x` y
`

4 sinpx` 2yq

p1 ´ x` yq2
`

2 cospx` 2yq

p1 ´ x` yq3
.

これを用いて, fpx, yq のマクローリン展開の２次の項は

1

2

␣

fxxp0, 0qx2 ` 2fxyp0, 0qxy ` fyyp0, 0qy2
(

“
1

2
px2 ´ 8xy ´ 2y2q “

1

2
x2 ´ 4xy ´ y2 .

5 関数 fpx, yq “ x2y ` y3 ` 2xy ` y2 に対する極値問題を考える.

(9) fpx, yqの停留点 (すなわち fxpx, yq “ fypx, yq “ 0 を満たす点)をすべて求めよ.

【答】 fxpx, yq “ 2xy`2y “ 2px`1qy “ 0, fypx, yq “ x2 `3y2 `2x`2y “ 0 を解く. 第 1式より x “ ´1

または y “ 0.

• x “ ´1 を第 2式に代入して整理すると 3y2 ` 2y ´ 1 “ p3y ´ 1qpy ` 1q “ 0 となり, y “ 1{3,´1.

• y “ 0 を第 2式に代入して整理すると xpx` 2q “ 0 となり, x “ 0,´2.

よって, fpx, yq の停留点は p´1, 1{3q, p´1,´1q, p0, 0q, p´2, 0q .

(10) fpx, yqの極値をすべて求め, 各極値 cに対して「点 pa, bqで極大値 (or 極小値) c をとる」という形で答えよ.

【答】 停留点において
Dpx, yq “ fxxpx, yqfyypx, yq ´ fxypx, yq2 “ 2yp6y ` 2q ´ p2x` 2q2 “ 4typ3y ` 1q ´ px` 1q2u

および fxxpx, yq “ 2y の符号を調べることにより, 極値の判定を行う. なお, Dpx, yq, fxxpx, yq はそれぞれ

f のヘッセ行列
„

fxxpx, yq fxypx, yq

fxypx, yq fyypx, yq

ȷ

の行列式, p1, 1q成分に他ならない.

• Dp´1, 1{3q “ 8{3 ą 0, fxxp´1, 1{3q “ 2{3 ą 0 より, f は p´1, 1{3qで極小値 fp´1, 1{3q “ ´5{27 を
とる.

• Dp´1,´1q “ 8 ą 0, fxxp´1,´1q “ ´2 ă 0 より, f は p´1,´1qで極大値 fp´1,´1q “ 1 をとる.

• Dp0, 0q “ ´4 ă 0 より, f は p0, 0qで極値をとらない.

• Dp´2, 0q “ ´4 ă 0 より, f は p´2, 0qで極値をとらない.

以上より, 関数 fpx, yqは
• p´1, 1{3qで極小値 ´5{27 をとる.
• p´1,´1qで極大値 1 をとる.



6 空間内で 3点 Ap´1, 2, 0q, Bp1, 1, 3q, Cp0, 1,´2q の定める平面を αとする. また, 原点 Oから平面 αに下ろ
した垂線の足 (すなわち垂線と平面 αとの交点)を Dとする.

(11) 平面 αの方程式を ax` by ` cz “ d の形で求めよ.

【答】 平面 αは点 Ap´1, 2, 0qを通り,
ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC “

»

–

2
´1
3

fi

flˆ

»

–

1
´1
´2

fi

fl “

»

–

5
7

´1

fi

fl を法線ベクトルとするから,

平面 αの方程式は 5px` 1q ` 7py ´ 2q ´ z “ 0, 整理して 5x` 7y ´ z “ 9 .

(12) 4点 O, A, B, C を頂点とする四面体の体積を求めよ.

【答】 (四面体 OABCの体積) “
1

6
(
ÝÑ
OA,

ÝÑ
OB,

ÝÑ
OCの作る平行六面体の体積)

“
1

6

∣∣det“ÝÑ
OA

ÝÑ
OB

ÝÑ
OC

‰∣∣ “
1

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

det

»

–

´1 1 0
2 1 1
0 3 ´2

fi

fl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

6
p2 ` 3 ` 4q “

3

2
.

［別法 1］ (四面体 OABCの体積) “
1

6
(
ÝÑ
AB,

ÝÑ
AC,

ÝÑ
AOの作る平行六面体の体積)

“
1

6

∣∣pÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
ACq ¨

ÝÑ
AO

∣∣ “
1

6

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

»

–

5
7

´1

fi

fl¨

»

–

1
´2
0

fi

fl

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1

6
|5 ´ 14| “

3

2
.

［別法 2］ まず, 点 Oと平面 αの距離は ∥ÝÑ
OD∥ “

|0 ´ 9|
a

52 ` 72 ` p´1q2
“

9
?
75
であるから,

(四面体 OABCの体積) “
1

3
(三角形 ABCの面積)∥ÝÑ

OD∥ “
1

6
(
ÝÑ
AB,

ÝÑ
ACの作る平行四辺形の面積)∥ÝÑ

OD∥

“
1

6
∥ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC∥∥ÝÑ

OD∥ “
1

6
¨

?
75 ¨

9
?
75

“
3

2
.

(13) 2点 A, Dを通る直線の方程式を求めよ.

【答】ÝÑ
ODは平面 αの法線ベクトル

»

–

5
7

´1

fi

flと平行であるから, 点 Dの座標は p5t, 7t,´tq とおける. また, 点

Dは平面 α上の点であるから, 5 ¨ 5t` 7 ¨ 7t´ p´tq “ 9. よって, t “ 9{75 “ 3{25 となり,

ÝÑ
AD “

ÝÑ
OD ´

ÝÑ
OA “

3

25

»

–

5
7

´1

fi

fl ´

»

–

´1
2
0

fi

fl “
1

25

»

–

40
´29
´3

fi

fl {{

»

–

´40
29
3

fi

fl.

よって, 直線 ADの方程式は x` 1

´40
“
y ´ 2

29
“
z

3
. パラメータ表示してもよい :

$

&

%

x “ ´40t´ 1
y “ 29t` 2
z “ 3t

.

［別法］ 次の方法でも ÝÑ
ODを計算することができる. n “

ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC

∥ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC∥

“
1

?
75

»

–

5
7

´1

fi

fl とおけば,

ÝÑ
OD “ (

ÝÑ
OAの ÝÑ

AB ˆ
ÝÑ
ACを方向ベクトルとする直線への正射影)

“ p
ÝÑ
OA ¨ nqn “

9

75

»

–

5
7

´1

fi

fl “
3

25

»

–

5
7

´1

fi

fl.

7 R4 のベクトル a1 “

»

—

–

1
2
3
2

fi

ffi

fl

, a2 “

»

—

–

2
1
4
2

fi

ffi

fl

, a3 “

»

—

–

1
´2
´1
0

fi

ffi

fl

, a4 “

»

—

–

0
2

´4
k

fi

ffi

fl

によって生成される R4 の部分空間 V “

〈
a1, a2, a3, a4

〉
について考える.



(14) V “ R4 となるための実数 k の条件を求めよ.

【答】 a1,a2,a3,a4 が１次独立となればよい. 行基本変形により,

“

a1 a2 a3 a4

‰

“

»

—

–

1 2 1 0
2 1 ´2 2
3 4 ´1 ´4
2 2 0 k

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

1 2 1 0
0 ´3 ´4 2
0 ´2 ´4 ´4
0 ´2 ´2 k

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

1 2 1 0
0 1 2 2
0 ´3 ´4 2
0 ´2 ´2 k

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

1 2 1 0
0 1 2 2
0 0 2 8
0 0 2 k ` 4

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

1 2 1 0
0 1 2 2
0 0 1 4
0 0 0 k ´ 4

fi

ffi

fl

.

よって, 求める条件は k ‰ 4 .

(15) 実数 k が (14)の条件を満たさないとする. このとき, A “
`

a1, a2, a3

˘

が V の基底ならば a4 の A に関す
る座標 ra4sA を求め, A が V の基底でないならば a1, a2, a3 の非自明な１次関係式を求めよ.

【答】 上の変形から a1, a2, a3 は１次独立. k が (14)の条件を満たさなければ k “ 4 であるから,

“

a1 a2 a3 a4

‰

Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ

»

—

–

1 2 1 0
0 1 2 2
0 0 1 4
0 0 0 0

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

1 0 ´3 ´4
0 1 2 2
0 0 1 4
0 0 0 0

fi

ffi

fl

Ñ

»

—

–

1 0 0 8
0 1 0 ´6
0 0 1 4
0 0 0 0

fi

ffi

fl

.

これより A “ pa1,a2,a3q は V の基底であり, a4 の基底 A に関する座標は ra4sA “

»

–

8
´6
4

fi

fl .

8 R3 のベクトル a “

»

–

´2
3

´4

fi

fl, b “

»

–

1
´2
3

fi

fl, c “

»

–

2
1

´4

fi

fl と R3 の部分空間

W1 “
〈
a, b

〉
, W2 “

␣

x P R3
ˇ

ˇ c ¨ x “ 0
(

“

$

&

%

»

–

x
y
z

fi

fl P R3

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2x` y ´ 4z “ 0

,

.

-

について考える.

(16) a, b, c が１次独立ならば「１次独立」と答え, １次従属なら非自明な１次関係式を求めよ.

【答】
“

a b c
‰

を簡約化すると,

“

a b c
‰

“

»

–

´2 1 2
3 ´2 1

´4 3 ´4

fi

fl Ñ

»

–

1 ´1 3
3 ´2 1

´4 3 ´4

fi

fl Ñ

»

–

1 ´1 3
0 1 ´8
0 ´1 8

fi

fl Ñ

»

–

1 0 ´5
0 1 ´8
0 0 0

fi

fl.

これより, a, b, c は１次従属で, 非自明な１次関係式 5a ` 8b ` c “ 0 をもつ.

(17) W2 の次元を求めよ.

【答】 同次連立１次方程式 2x ` y ´ 4z “ 0 の係数行列は
“

2 1 ´4
‰

Ñ
“

1 1
2 ´2

‰

と簡約化されるから,

2x` y ´ 4z “ 0 の解は
»

–

x
y
z

fi

fl “

»

–

´ 1
2s` 2t
s
t

fi

fl “
s

2

»

–

´1
2
0

fi

fl ` t

»

–

2
0
1

fi

fl (s, tは任意定数).

よって, W2 は基底

¨

˝

»

–

´1
2
0

fi

fl,

»

–

2
0
1

fi

fl

˛

‚をもつので, 次元は dimW2 “ 2 .

(18) W1 XW2 の基底を求めよ.



【答】 (17)で求めたW2 の基底を作るベクトルを p, q とする. このとき, 行基本変形により

“

a b
ˇ

ˇ p q
‰

“

»

–

´2 1 ´1 2
3 ´2 2 0

´4 3 0 1

fi

fl Ñ

»

–

1 ´1 1 2
3 ´2 2 0

´4 3 0 1

fi

fl Ñ

»

–

1 ´1 1 2
0 1 ´1 ´6
0 ´1 4 9

fi

fl

Ñ

»

–

1 0 0 ´4
0 1 ´1 ´6
0 0 3 3

fi

fl Ñ

»

–

1 0 0 ´4
0 1 0 ´5
0 0 1 1

fi

fl

であるから, a, b,p, q の１次関係式は 4a ` 5b ´ p ` q “ 0 とその定数倍に限られる. よって, W1 X W2 は

4a ` 5b “ p ´ q “

»

–

´3
2

´1

fi

fl で生成され,

¨

˝

»

–

3
´2
1

fi

fl

˛

‚ がW1 XW2 の基底となる.

［別法］ 任意の x P W1 XW2 は x “ c1a ` c2b “ d1p ` d2q の形に書ける. このとき,

c1a ` c2b ` p´d1qp ` p´d2qq “ 0

であるから, 上の基本変形から
»

—

–

c1
c2

´d1
´d2

fi

ffi

fl

“ t

»

—

–

4
5

´1
1

fi

ffi

fl

(tは任意定数).

よって, W1 XW2 は 4a ` 5b “ p ´ q “

»

–

´3
2

´1

fi

fl で生成され,

¨

˝

»

–

´3
2

´1

fi

fl

˛

‚ を基底とすることが分かる.

9 行列 A “

»

–

1 3 ´2 ´3
2 4 ´1 ´7

´1 ´5 5 k

fi

fl の行空間を RpAq, 零空間を NpAqとする.

(19) dimRpAq “ 2 となるための実数 k の条件を求めよ.

【答】 行基本変形により,

A “

»

–

1 3 ´2 ´3
2 4 ´1 ´7

´1 ´5 5 k

fi

fl Ñ

»

–

1 3 ´2 ´3
0 ´2 3 ´1
0 ´2 3 k ´ 3

fi

fl Ñ

»

–

1 3 ´2 ´3
0 2 ´3 1
0 0 0 k ´ 2

fi

fl.

よって, dimRpAq “ 2 となるための条件は k “ 2 .

(20) 実数 kが (19)の条件を満たすとき, NpAqの基底として

¨

˚

˚

˚

˝

»

—

—

—

– 2
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

– 0
2

fi

ffi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‹

‚

の形のものがとれる. 解答

欄の空所に適切な数値を記入せよ.

【答】 k “ 2のとき, 上の変形を続けて Aを簡約化すると

A “

»

–

1 3 ´2 ´3
2 4 ´1 ´7

´1 ´5 5 2

fi

fl Ñ ¨ ¨ ¨ Ñ

»

–

1 3 ´2 ´3
0 2 ´3 1
0 0 0 0

fi

fl Ñ

»

–

1 3 ´2 ´3
0 1 ´ 3

2
1
2

0 0 0 0

fi

fl Ñ

»

–

1 0 5
2 ´ 9

2
0 1 ´ 3

2
1
2

0 0 0 0

fi

fl.

これより Ax “ 0 の解は

x “

»

—

–

´ 5
2s` 9

2 t
3
2s´ 1

2 t
s
t

fi

ffi

fl

“
s

2

»

—

–

´5
3
2
0

fi

ffi

fl

`
t

2

»

—

–

9
´1
0
2

fi

ffi

fl

(s, tは任意定数)

となるので, NpAqの基底として

¨

˚

˚

˚

˝

»

—

—

—

–

´5

3

2
0

fi

ffi

ffi

ffi

fl

,

»

—

—

—

–

9

´1

0
2

fi

ffi

ffi

ffi

fl

˛

‹

‹

‹

‚

がとれる.


