
数学演習第一・期末統一試験【解説】
2024年 7月 24日実施 ・ 試験時間 90分

１ nを 1以上の整数とするとき，次の問いに答えよ．ただし，十分整理した形で答えること．

(1) f(x) = log(1− 3x) の n次導関数 f (n)(x)を求めよ．

【答】 (
log t

)(n)
=

(−1)n−1(n− 1)!

tn
より，f (n)(x) =

(−1)n−1(n− 1)!

(1− 3x)n
· (−3)n = − (n− 1)! · 3n

(1− 3x)n
.

(2) f(x) = ex cosx の n次導関数を f (n)(x)とするとき，f (10)
( π

6

)
の値を求めよ．

【答】 f ′(x) = ex(cosx− sinx) =
√
2ex cos

(
x+

π

4

)
,

f ′′(x) =
√
2ex

(
cos

(
x+

π

4

)
− sin

(
x+

π

4

))
= (

√
2)2ex cos

(
x+

π

4
· 2
)
.

これを繰り返すと， 一般に f (n)(x) = (
√
2)nex cos

(
x+

πn

4

)
となることがわかる．

よって，f (10)
( π

6

)
= 25eπ/6 cos

( π

6
+

5π

2

)
= −16eπ/6 .

２ 次の関数 f(x)について, x = 0における 3次の漸近展開 f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + o(x3) (x → 0) の各次
の係数を (a0, a1, a2, a3)の形で記せ. 例えば，f(x) = 1− 2x2 + x3 + o(x3) (x → 0) なら, (1, 0,−2, 1) となる.

(3) f(x) = log
1 + x

1 + x2

【答】 log
1 + x

1 + x2
= log(1 + x)− log(1 + x2) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 + o(x3)−

(
x2 + o(x3)

)
= x− 3

2
x2 +

1

3
x3 + o(x3).

よって，(a0, a1, a2, a3) =
(
0, 1, − 3

2
,
1

3

)
.

(4) f(x) = e−x cosx

【答】 f(x) =
(
1− x+

1

2
x2 − 1

6
x3 + o(x3)

)(
1− 1

2
x2 + o(x3)

)
= 1− x+

1

3
x3 + o(x3).

よって, (a0, a1, a2, a3) =
(
1, −1, 0,

1

3

)
.

(5) f(x) = Tan−1
(√

1 + x− 1
)

【答】 Tan−1 t =

∫ t

0

ds

1 + s2
=

∫ t

0

(
1− s2 + o(s2)

)
ds = t− 1

3
t3 + o(t3),

√
1 + x− 1 =

1

2
x+

1
2 (−

1
2 )

2!
x2 +

1
2 (−

1
2 )(−

3
2 )

3!
x3 + o(x3) =

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3)

より，Tan−1
(√

1 + x− 1
)
=

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 − 1

3

( x

2

)3

+ o(x3)

=
1

2
x− 1

8
x2 +

1

48
x3 + o(x3).

よって, (a0, a1, a2, a3) =
(
0,

1

2
, − 1

8
,

1

48

)
.



３ (6) 極限値 lim
x→0

(
coshx

x sinx
− 1

x sinhx

)
を求めよ．

【答】 coshx

x sinx
− 1

x sinhx
=

coshx sinhx− sinx

x sinx sinhx
=

1
2 sinh 2x− sinx

x sinx sinhx
.

分母は x sinx sinhx = x3 + o(x3)だから，分子の 3次の漸近展開を考えると，
1

2
sinh 2x− sinx =

1

2

(
2x+

1

6
(2x)3 + o(x3)

)
−
(
x− 1

6
x3 + o(x3)

)
=

5

6
x3 + o(x3).

よって， lim
x→0

1
2 sinh 2x− sinx

x sinx sinhx
= lim

x→0

5
6 x

3 + o(x3)

x3 + o(x3)
= lim

x→0

5
6 + o(1)

1 + o(1)
=

5

6
.

４ 次の定積分の値を求めよ．

(7)

∫ 1

0

dx√
2− x2

【答】
∫ 1

0

dx√
2− x2

=
[
Sin−1

( x√
2

)]1
0
=

π

4
.

(8)

∫ 12

4

dx

x
√
x− 3

【答】 t =
√
x− 3とおくと，x = 3 + t2, dx = 2tdtだから，∫ 12

4

dx

x
√
x− 3

=

∫ 3

1

1

(3 + t2)t
· 2tdt = 2

∫ 3

1

1

3 + t2
dt = 2

[ 1√
3
Tan−1 x√

3

]3
1
=

2√
3

( π

3
− π

6

)
=

π

3
√
3

.

(9)

∫ π
2

0

dx

1 + sinx+ 2 cosx

【答】 t = tan
x

2
とおくと，cosx =

1− t2

1 + t2
，sinx =

2t

1 + t2
，dx =

2

1 + t2
dtより，∫ π

2

0

dx

1 + sinx+ 2 cosx
=

∫ 1

0

1

1 + 2t
1+t2 + 2 1−t2

1+t2

· 2

1 + t2
dt = −2

∫ 1

0

dt

t2 − 2t− 3
= −2

∫ 1

0

dt

(t− 3)(t+ 1)

= − 1

2

∫ 1

0

( 1

t− 3
− 1

t+ 1

)
dt = − 1

2

[
log

∣∣∣ t− 3

t+ 1

∣∣∣]1
0
=

1

2
log 3 .

(10)

∫ 1
2

− 1
2

(
Cos−1x

)2
√
1− x2

dx

【答】
∫ 1

2

− 1
2

(
Cos−1x

)2
√
1− x2

dx = −
∫ 1

2

− 1
2

(
Cos−1x

)2(
Cos−1x

)′
dx = −

[ 1
3

(
Cos−1x

)3] 1
2

− 1
2

= − 1

3

(( π

3

)3

−
( 2π

3

)3)
=

7

81
π3 .

５ (11) 4点 A(2, 1,−1), B(3, 3,−2), C(3,−2, 4), D(4, 4, 3)を頂点とする四面体の体積を求めよ．

【答】
∣∣∣ −→AB −→

AC
−→
AD

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 2
2 −3 3
−1 5 4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 1 2
0 −5 −1
0 6 6

∣∣∣∣∣∣ = −6

∣∣∣∣ 5 1
1 1

∣∣∣∣ = −24.

よって四面体の体積は， | − 24|
6

= 4 .



６ 次の行列に対して，逆行列の第 3行の行ベクトルを求めよ

(12)

 2 1 1
1 −2 0
1 2 1


【答】 行基本変形により, 2 1 1

1 −2 0
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 1○↔ 2○−−−−→

 1 −2 0
2 1 1
1 2 1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 0 0
0 0 1

 2○−2× 1○−−−−−−→
3○− 1○

 1 −2 0
0 5 1
0 4 1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 −2 0
0 −1 1


2○− 3○−−−−→

 1 −2 0
0 1 0
0 4 1

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
1 −1 −1
0 −1 1

 1○+2× 2○−−−−−−→
3○−4× 2○

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
2 −1 −2
1 −1 −1
−4 3 5

 .

よって, 逆行列の第 3行は [
−4 3 5

]
.

(13)


1 0 0 2
1 1 −2 1
3 0 1 7
0 2 −4 −1


【答】 行基本変形により,

1 0 0 2
1 1 −2 1
3 0 1 7
0 2 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 2○− 1○−−−−−−→
3○−3× 1○


1 0 0 2
0 1 −2 −1
0 0 1 1
0 2 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−1 1 0 0
−3 0 1 0
0 0 0 1


4○−2× 2○−−−−−−→


1 0 0 2
0 1 −2 −1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−1 1 0 0
−3 0 1 0
2 −2 0 1

 2○+2× 3○−−−−−−→


1 0 0 2
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
−7 1 2 0
−3 0 1 0
2 −2 0 1


1○−2× 4○, 2○− 4○−−−−−−−−−−−→

3○− 4○


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 4 0 −2
−9 3 2 −1
−5 2 1 −1
2 −2 0 1

 .

よって, 逆行列の第 3行は [
−5 2 1 −1

]
.

７ A =

 5 −4 1
1 −3 −1
−2 7 −2

，B =

 1 −1 4
−1 11 1
−2 5 −6

，C =


−1 1 2 1
1 1 2 3
−1 1 5 4
1 0 0 2

とするとき，次の行列式の値を求めよ．
(14) |A|

【答】 サラスの公式を使って直接計算してもよいし，次のように行基本変形と余因子展開を用いてもよい:

|A| =

∣∣∣∣∣∣
5 −4 1
1 −3 −1
−2 7 −2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 11 6
1 −3 −1
0 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣ 11 6
1 −4

∣∣∣∣ = 50 .

(15) |tAB−1|

【答】 |B| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 4
−1 11 1
−2 5 −6

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −1 4
0 10 5
0 3 2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 10 5
3 2

∣∣∣∣ = 5

∣∣∣∣ 2 1
3 2

∣∣∣∣ = 5より，

|tAB−1| = |tA||B−1| = |A||B|−1 = 10 .

(16) |2B|

【答】 |2B| = 23|B| = 40 .



(17) |C|

【答】 行基本変形により，

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2 1
1 1 2 3
−1 1 5 4
1 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 2 1
0 2 4 4
0 0 3 3
0 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
2 4 4
0 3 3
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ = −2 · 3

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
0 1 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
= −6

∣∣∣∣∣∣
1 2 2
0 1 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −6

∣∣∣∣ 1 1
0 1

∣∣∣∣ = −6 .

８ 行列 A =

 1 3 1
2 5 2
3 4 0

 の余因子行列を Ãとするとき，次の問いに答えよ．

(18) Ãの第 3行の行ベクトルを求めよ．

【答】 [
|A13| −|A23| |A33|

]
=

[ ∣∣∣∣ 2 5
3 4

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ 1 3
3 4

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ 1 3
2 5

∣∣∣∣ ] =
[
−7 5 −1

]
.

(19) AÃを求めよ．

【答】 AÃ = |A|E だから，|A|を求めればよい．ÃA = |A|E も成り立つから，ÃAの (3, 3)成分が |A|に一
致する (これは Aの第 3列に関する余因子展開に対応する)．よって (18)の結果より，

|A| =
[
|A13| −|A23| |A33|

]  1
2
0

 =
[
−7 5 −1

]  1
2
0

 = 3.

したがって，AÃ =

 3 0 0
0 3 0
0 0 3

 .

９ (20) 連立１次方程式


x1 + x2 + x3 = 1

5x1 + 8x2 + 9x3 = 4
52x1 + 82x2 + 92x3 = 42

の解におけるx3 の値を求めよ．

【答】 クラメルの公式とヴァンデルモンドの行列式により，

x3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
5 8 4
52 82 42

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
5 8 9
52 82 92

∣∣∣∣∣∣
=

(4− 8)(4− 5)(8− 5)

(9− 8)(9− 5)(8− 5)
= 1 .


