
数学演習第二 （演習第２回）
微積：前期微積の復習（広義積分を含む） 2024年 10月 9日

要点（広義積分）� �
〈広義積分の定義〉 閉区間上の連続関数の定積分を, 非有界関数あるいは無限区間の場合に拡張する.

• 区間 ra, bq p´8 ă a ă b ď 8q上の連続関数 fpxqに対して, fpxqの ra, bqにおける広義積分を
ż b

a

fpxq dx :“ lim
βÑb´0

ż β

a

fpxq dx (b “ 8 のときは lim
βÑ8

と読み替える)

で定義する (極限が存在するときのみ意味をもつ). 特に, 右辺が収束するとき, 広義積分
ż b

a

fpxq dx

が収束するといい, 収束しないとき発散するという.

• 区間 pa, bs p´8 ď a ă b ă 8q上の連続関数 fpxqに対して, fpxqの pa, bsにおける広義積分を
ż b

a

fpxq dx :“ lim
αÑa`0

ż b

α

fpxq dx (a “ ´8 のときは lim
αÑ´8

と読み替える)

で定義する. 用語については上と同様.

• 区間 pa, bq p´8 ď a ă b ď 8q上の連続関数 fpxqに対して, fpxqの pa, bqにおける広義積分を
ż b

a

fpxq dx :“ lim
αÑa`0
βÑb´0

ż β

α

fpxq dx (a “ ´8 または β “ 8 なら上と同じ読み替え)

で定義する. 用語については上と同様. この広義積分が収束するのは, 任意の c P pa, bqに対して,

pa, cs, rc, bqにおける積分が収束するときであり,
şb

a
fpxq dx “

şc

a
fpxq dx`

şb

c
fpxq dx が成り立つ.

〈広義積分の収束条件〉 ra, bq上の連続関数 fpxq, gpxq (gpxq は広義積分の収束・発散の分かった非負関数)

に対して,

• |fpxq| ď gpxq かつ
ż b

a

gpxq dx ă 8 ならば, 広義積分
ż b

a

fpxq dx は収束する.

• 0 ď gpxq ď fpxq かつ
ż b

a

gpxq dx “ 8 ならば,

ż b

a

fpxq dx “ 8 (広義積分は8に発散).

他のタイプの区間における広義積分についても同様な主張が成り立つ.� �
区間 ra, bq上の連続関数 fpxq に対して, その原始関数 (不定積分) F pxq が分かっていれば,

ż b

a

fpxq dx “ lim
βÑb´0

“

F pxq
‰β

a
“ lim

βÑb´0
F pβq ´ F paq.

ここで, lim
βÑb´0

“

F pxq
‰β

a
は

“

F pxq
‰b´0

a

` “

F pxq
‰8

a
(b “ 8のとき)

˘

とも書かれる.

例 1

ż 1

0

dx
?
1 ´ x

“

”

´2
?
1 ´ x

ı1´0

0
“ 2 (区間 r0, 1qにおける広義積分),

ż 1

0

dx

x
“

”

log x
ı1

`0
“ 8 (区間 p0,8qにおける広義積分).

例 2

ż 1

´1

dx
?
1 ´ x2

“

”

Sin´1 x
ı1´0

´1`0
“

π

2
´

´

´
π

2

¯

“ π (区間 p´1, 1qにおける広義積分),

ż 8

´8

dx

1 ` x2
“

”

Tan´1 x
ı8

´8
“

π

2
´

´

´
π

2

¯

“ π (区間 p´8,8qにおける広義積分).

例 3

ż 1

0

log x dx “

”

xplog x ´ 1q

ı1

`0
“ p´1q ´ lim

xÑ`0
x log x “ ´1 (区間 p0, 1s における広義積分).



演習問題ａ （広義積分）

a1 区間 p0,8q上の連続関数 1

xs
(s ą 0は定数)に対して次を示せ.

(1)

ż 1

0

dx

xs
“

$

&

%

1

1 ´ s
pif 0 ă s ă 1q

8 pif s ě 1q
(区間 p0, 1sにおける積分).

(2)

ż 8

1

dx

xs
“

$

&

%

1

s ´ 1
pif s ą 1q

8 pif 0 ă s ď 1q
(区間 r1,8qにおける積分).

【注】上の等式は, 広義積分の収束・発散を判定する際によく用いられる.

a2 次の広義積分の値を求めよ.

(1)

ż 1

0

plog xq2
?
x

dx (2)

ż 1

0

dx
a

xp1 ´ xq
(3)

ż 1

0

dx
a

xp1 ` xq

(4)

ż 8

0

dx

x2 ´ x ` 1
(5)

ż 8

0

dx

x2 ` 5x ` 6
(6)

ż 8

0

e´x sinx dx

(7)

ż 8

0

logp1 ` x2q

x2
dx (8)

ż 8

0

p1 ´ tanhxq dx (9)

ż 8

log 3

dx

sinhx

a3 次の広義積分が収束することを示せ.

(1)

ż π

0

dx
?
sinx

(2)

ż π{2

0

logpsinxq dx (3)

ż 8

0

log x

1 ` x2
dx
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Ⅰ 次の広義積分の値を求めよ.

(1)

ż 1

0

log x
?
x

dx (2)

ż 8

1

dx

xpx2 ` 1q
(3)

ż π

0

dx

2 ` cosx

Ⅱ 0 ă a ă 1のとき, 積分
ż 8

0

xa´1

1 ` x
dx が収束することを示せ.

(ヒント:

ż 8

0

xa´1

1 ` x
dx “

ż 1

0

xa´1

1 ` x
dx `

ż 8

1

xa´1

1 ` x
dx と分けて, a1 の結果を利用せよ.)



演習問題ｂ （微積第一の復習） —自習用—

b1 次の値を求めよ.

(1) Cos´1
´

sin
10π

9

¯

(2) sin
`

Tan´1p´2q
˘

(3) 2Tan´1 1

2
´ Tan´1 1

7

b2 次の導関数または高階導関数を求めよ. 但し, nは自然数とする.

(1) fpxq “ Tan´1px2 ` 1q に対する f 1pxq

(2) fpxq “ log|x3 ´ 3x ` 2| に対する f pnqpxq

(3) fpxq “ x2 sinx に対する f pnqpxq

b3 x “ 0の周りで次の関数 fpxqを 4次の項まで漸近展開せよ. すなわち, fpxqを
fpxq “ a0 ` a1 x ` a2 x

2 ` a3 x
3 ` a4 x

4 ` opx4q px Ñ 0q

の形に表せ.

(1) fpxq “ e´x logp1 ` 2xq (2) fpxq “
ecos x

?
1 ´ x2

(3) fpxq “ logp
?
1 ` x2 ´ xq

b4 次の極限値を求めよ.

(1) lim
xÑ0

logp1 ` 2xq

e3x ´ 1
(2) lim

xÑ0

Tan´1 x ´ x

Sin´1 x ´ x
(3) lim

xÑ0

6 sinx ´ 6x ` x3

pex2
´ 1 ´ x2q tanx

(4) lim
xÑ8

`

aTan´1 x
˘x

(a ą 0は定数) (5) lim
xÑ0

´ tanx

x

¯
1
x2

b5 有限マクローリン展開を用いて次の不等式がすべての自然数 nに対して成立することを示せ.

(1) ex ď

n
ÿ

n“0

xk

k!
px ě 0q. (2)

2n
ÿ

k“1

p´1qk´1

k
xk ď logp1 ` xq ď

2n`1
ÿ

k“1

p´1qk´1

k
xk px ě 0q.

b6 次の不定積分または定積分 (存在するとは限らない)を求めよ.

(1)

ż

x Sin´1 x dx (2)

ż 1

0

6x ` 1

3x2 ` x ´ 2
dx (3)

ż π
3

0

dx

1 ` 2 cosx


