
数学演習第一・中間統一試験【解説】
2025年 6月 11日実施 ・ 試験時間 90分

１ 逆三角関数について, 次の問いに答えよ.

(1) Sin´1
´

sin
6π

5

¯

の値を求めよ.

【答】 sin
6π

5
“ sin

´

π `
π

5

¯

“ ´ sin
π

5
“ sin

´

´
π

5

¯

より, Sin´1
´

sin
6π

5

¯

“ ´
π

5
.

(2) 方程式 Cos´1 x` 2Tan´1 2 “ π を解け.

【答】 α “ Tan´1 2 とおけば, 0 ă α ă
π

2
. このとき, Cos´1 x “ π ´ 2α P p0, πqであるから, 解 xは確かに

存在し, x “ cospπ ´ 2αq “ ´ cos 2α “ 1 ´ 2 cos2 α で与えられる. ここで,

cos2 α “
1

1 ` tan2 α
“

1

1 ` 22
“

1

5

であるから, x “ 1 ´
2

5
“

3

5
.

(3) y “ Tan´1 1

x
px ą 0q のグラフの概形を解答欄に図示せよ (グラフの凹凸がわかるようにかくこと). ただし,

値域が読み取れるように座標軸に必要な数値を書き入れよ．

【答】

0

π

2

上図の曲線部分が y “ Tan´1 1

x
px ą 0q のグラフとなる. ただし, 点 p0,

π

2
qは除く.

２ 次の極限値を求めよ. ※ロピタルの定理を用いた箇所を ‹
“ で表す.

(4) lim
xÑ0

x3

x´ Sin´1 x

【答】

lim
xÑ0

x3

x´ Sin´1 x

‹
“ lim

xÑ0

3x2

1 ´ 1?
1´x2

“ lim
xÑ0

3x2
?
1 ´ x2

?
1 ´ x2 ´ 1

“ lim
xÑ0

3x2
?
1 ´ x2p

?
1 ´ x2 ` 1q

´x2
“ ´6 .

(5) lim
xÑ0

1

x2x
log 3

c

e` x

e´ x

【答】

lim
xÑ0

1

x2x
log 3

c

e` x

e´ x
“ lim

xÑ0

1

2x
¨ lim
xÑ0

1

x
log 3

c

e` x

e´ x
“ lim

xÑ0

logpe` xq ´ logpe´ xq

3x

‹
“ lim

xÑ0

1
e`x ` 1

e´x

3
“

2

3e
.



(6) lim
xÑ8

´ 2

π
Cos´1 1

x

¯x

【答】 y “

´ 2

π
Cos´1 1

x

¯x

とおく.

lim
xÑ8

log y “ lim
xÑ8

x log
´ 2

π
Cos´1 1

x

¯

“ lim
xÑ8

log
´

2
π Cos´1 1

x

¯

x´1

‹
“ lim

xÑ8

1

´x´2
¨

´ 2
π

1?
1´p1{xq2

p´ 1
x2 q

2
π Cos´1 1

x

“ ´
2

π
.

よって, lim
xÑ8

´ 2

π
Cos´1 1

x

¯x

“ lim
xÑ8

y “ lim
xÑ8

elog y “ e´ 2
π .

３ 関数の導関数, 微分係数について, 次の問いに答えよ.

(7) 関数 fpxq “ xTan
´1 x px ą 0qの導関数 f 1pxq を求めよ.

【答】 log fpxq “ pTan´1 xq log x の両辺を微分して,
f 1pxq

fpxq
“

log x

1 ` x2
`

Tan´1 x

x
を得る. よって,

f 1pxq “ fpxq

´ log x

1 ` x2
`

Tan´1 x

x

¯

“ xTan
´1 x

´ log x

1 ` x2
`

Tan´1 x

x

¯

.

(8) 関数 y “ px2 ´ 1q2 p0 ă x ă 1q の逆関数 x “ φpyqに対して, φ1p
1

16
q を求めよ.

【答】 φ1pyq “
dx

dy
“

1
dy
dx

“
1

4xpx2 ´ 1q
. 次に，px2 ´ 1q2 “

1

16
ô x2 ´ 1 “ ˘

1

4
なので, x2 “

3

4
,
5

4
となる.

よって, x “

?
3

2
,´

?
3

2
,

?
5

2
,´

?
5

2
となる．0 ă x ă 1だったので, φ1p

1

16
q “

1

4xpx2 ´ 1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x“
?

3
2

“ ´
2

?
3

.

(9) 関数 y “
1

?
sinhx

px ą 0qの逆関数 x “ ψpyq に対して, ψ1p1q を求めよ.

【答】 ψ1pyq “
dx

dy
“

1
dy
dx

“
1

´ cosh x
2psinh xq3{2

“ ´
2psinhxq3{2

coshx
. 次に,

1
?
sinhx

“ 1 ô sinhx “ 1 ô

ex ´ e´x “ 2 となる．X “ ex とおくと, X ´
1

X
“ 2 ô X2 ´ 2X ´ 1 “ 0 となる. この X の 2 次

方程式を解いて, X “ 1 ˘
?
2 を得る. X “ ex ą 0 より, ex “ 1 `

?
2 pô x “ logp1 `

?
2qq となる.

e´x “ p1 `
?
2q´1 “

?
2 ´ 1に注意して,

ψ1pyq “ ´
2psinhxq3{2

coshx
“ ´

2p
p
?
2`1q´p

?
2´1q

2 q3{2

p
?
2`1q`p

?
2´1q

2

“ ´
?
2 .

４ (10) 関数 fpxq “ x
1
3 p|x| ´ 1q

2
3 の極小値を求めよ. ただし, 「x “ a で極小値 b」という形で答えよ.

【答】 導関数は次で与えられる:

• x ą 0のとき, f 1pxq “
1

3
x´ 2

3 px´ 1q
2
3 ` x

1
3 ¨

2

3
px´ 1q´ 1

3 “
1

3
x´ 2

3 px´ 1q´ 1
3 p3x´ 1q,

• x ă 0のとき, f 1pxq “
1

3
x´ 2

3 p´x´ 1q
2
3 ` x

1
3 ¨ p´

2

3
qp´x´ 1q´ 1

3 “ ´
1

3
x´ 2

3 p´x´ 1q´ 1
3 p3x` 1q.

これより, fpxqの増減は次の通り:

x ´8 ¨ ¨ ¨ ´1 ¨ ¨ ¨ ´1{3 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 1{3 ¨ ¨ ¨ 1 ¨ ¨ ¨ 8

f 1pxq ` ´ 0 ` ` 0 ´ `

fpxq ´8 Õ 0 Œ ´
3
?
4{3 Õ 0 Õ

3
?
4{3 Œ 0 Õ 8

よって, fpxqは x “ ´
1

3
で極小値 ´

3
?
4

3
, x “ 1で極小値 0 をとる.

注 x ą 0での増減を調べて, fpxqが奇関数であることを用いてもよい.
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５ 空間内の３点 Ap3, 2, 1q, Bp1, 1, 2q, Cp4, 1, 0q について, 次の問いに答えよ.

(11) ３点 A,B,Cを通る平面 αの方程式を求めよ.

【答】 ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC “

»

–

´2
´1
1

fi

flˆ

»

–

1
´1
´1

fi

fl “

»

–

2
´1
3

fi

flなので,

»

–

2
´1
3

fi

fl ¨

»

–

x´ 3
y ´ 2
z ´ 1

fi

fl “ 0 ô 2x´ y ` 3z “ 7 .

(12) 原点 Oから平面 αに下ろした垂線の長さを求めよ．

【答】原点 Oから平面 αに下ろした垂線を ODとする．ÝÑ
OD “ t

ÝÑ
AB ˆ

ÝÑ
AC “ t

»

–

2
´1
3

fi

flと書ける. これを (11)

で求めた平面 αの方程式に代入して, 2 ¨ 2t´ p´tq ` 3 ¨ 3t “ 7 ô t “
1

2
を得る．よって,

›

›

›

ÝÑ
OD

›

›

›
“

1

2

›

›

›

›

›

›

»

–

2
´1
3

fi

fl

›

›

›

›

›

›

“

?
14

2
.

６ 行列 A “

„

1 2
1 1

ȷ

, B “

„

2 ´1
´1 1

ȷ

および M “
“

A B
‰

について, 次の問いに答えよ.

(13) tMM の第 3行の行ベクトルを求めよ.

【答】 tMM “

»

—

—

–

1 1
2 1
2 ´1

´1 1

fi

ffi

ffi

fl

„

1 2 2 ´1
1 1 ´1 1

ȷ

“

»

—

—

–

2 3 1 0
3 5 3 ´1
1 3 5 ´3
0 ´1 ´3 2

fi

ffi

ffi

fl

より, tMM の第 3 行の行ベクトルは

“

1 3 5 ´3
‰

.

(14) AXB “ BA を満たす行列 X を求めよ.

【答】 A´1 “

„

1 2
1 1

ȷ´1

“

„

´1 2
1 ´1

ȷ

, B´1 “

„

2 ´1
´1 1

ȷ´1

“

„

1 1
1 2

ȷ

より,

X “ A´1BAB´1 “

„

´1 2
1 ´1

ȷ„

2 ´1
´1 1

ȷ„

1 2
1 1

ȷ„

1 1
1 2

ȷ

“

„

´6 ´11
5 9

ȷ

.

７ (15) ４つのベクトル a1 “

»

—

—

–

1
´2
1
0

fi

ffi

ffi

fl

, a2 “

»

—

—

–

´1
1
4
1

fi

ffi

ffi

fl

, a3 “

»

—

—

–

´1
3
2

´3

fi

ffi

ffi

fl

, a4 “

»

—

—

–

2
1
1
k

fi

ffi

ffi

fl

が１次従属であるための k の条件を求

めよ．

【答】 1次関係式 c1a1 ` c2a2 ` c3a3 ` c4a4 “ 0 を考える. これは c1, c2, c3, c4 を変数とする連立１次方程式



“

a1 a2 a3 a4

‰

»

—

—

–

c1
c2
c3
c4

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

–

0
0
0
0

fi

ffi

ffi

fl

と見なせる. 係数行列を簡約化して,

“

a1 a2 a3 a4

‰

“

»

—

—

–

1 ´1 ´1 2
´2 1 3 1
1 4 2 1
0 1 ´3 k

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 ´1 ´1 2
0 ´1 1 5
0 5 3 ´1
0 1 ´3 k

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 ´1 ´1 2
0 1 ´1 ´5
0 5 3 ´1
0 1 ´3 k

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 0 ´2 ´3
0 1 ´1 ´5
0 0 8 24
0 0 ´2 k ` 5

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 0 ´2 ´3
0 1 ´1 ´5
0 0 1 3
0 0 ´2 k ` 5

fi

ffi

ffi

fl

Ñ

»

—

—

–

1 0 0 3
0 1 0 ´2
0 0 1 3
0 0 0 k ` 11

fi

ffi

ffi

fl

.

a1,a2,a3,a4 が 1次従属であることは, 非自明解 pc1, c2, c3, c4q が存在することと同値なので, 求める k の条件
は k “ ´11 .

８ (16) 行列
»

–

1 2a` 5 ´1
2 a` 4 a2 ´ 6
1 3a` 7 ´1

fi

fl の階数が２となる aの値を求めよ．

【答】
»

–

1 2a` 5 ´1
2 a` 4 a2 ´ 6
1 3a` 7 ´1

fi

fl Ñ

»

–

1 2a` 5 ´1
0 ´3a´ 6 a2 ´ 4
0 a` 2 0

fi

fl となる. a “ ´2 のとき
»

–

1 2a` 5 ´1
0 ´3a´ 6 a2 ´ 4
0 a` 2 0

fi

fl “

»

–

1 1 ´1
0 0 0
0 0 0

fi

fl なので階数は 1 となる．a ‰ ´2 のとき
»

–

1 2a` 5 ´1
0 ´3a´ 6 a2 ´ 4
0 a` 2 0

fi

fl Ñ

»

–

1 2a` 5 ´1
0 ´3 a´ 2
0 1 0

fi

fl Ñ

»

–

1 2a` 5 ´1
0 1 0
0 ´3 a´ 2

fi

fl Ñ

»

–

1 2a` 5 ´1
0 1 0
0 0 a´ 2

fi

flとなる. よって, a “ 2のとき階数は 2となり, a ‰ 2のとき階数

は 3となる. 以上より, 階数が 2となる aの値は 2 .

９ 連立 1次方程式に関する以下の問いに答えよ. ただし, (18), (20)において解が任意定数を含む場合は, 任意定数
の選び方は標準的な方法, すなわち線形代数の教科書に書かれている方法 (“演習の解答例の方法)に従え. また,

任意定数の文字は s, t, . . .をこの順に用いよ.

(17) 連立１次方程式

$

’

’

&

’

’

%

2x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ 3
´x1 ` 2x2 ` 3x3 ´ x4 “ ´5
x1 ` x2 ` 3x4 “ 6
x1 ` 2x2 ` x3 ` 2x4 “ 3

の拡大係数行列の階数を求めよ.

【答】 拡大係数行列を行基本変形して,
»

—

—

–

2 1 ´1 1
´1 2 3 ´1
1 1 0 3
1 2 1 2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3
´5
6
3

fi

ffi

ffi

fl

① Ø ③
ÝÝÝÝÑ

»

—

—

–

1 1 0 3 6
´1 2 3 ´1 ´5
2 1 ´1 1 3
1 2 1 2 3

fi

ffi

ffi

fl

②`①ˆ1
③`①ˆp´2q

④`①ˆp´1q
ÝÝÝÝÝÝÝÑ

»

—

—

–

1 1 0 3 6
0 3 3 2 1
0 ´1 ´1 ´5 ´9
0 1 1 ´1 ´3

fi

ffi

ffi

fl

②Ø④
ÝÝÝÝÑ

»

—

—

–

1 1 0 3 6
0 1 1 ´1 ´3
0 ´1 ´1 ´5 ´9
0 3 3 2 1

fi

ffi

ffi

fl

①`②ˆp´1q

③`②ˆ1
④`②ˆp´3q

ÝÝÝÝÝÝÝÑ

»

—

—

–

1 0 ´1 4 9
0 1 1 ´1 ´3
0 0 0 ´6 ´12
0 0 0 5 10

fi

ffi

ffi

fl

③ˆp´ 1
6 q

④ˆ 1
5

ÝÝÝÝÝÑ

»

—

—

–

1 0 ´1 4 9
0 1 1 ´1 ´3
0 0 0 1 2
0 0 0 1 2

fi

ffi

ffi

fl

①`③ˆp´4q

②`③ˆ1
④`③ˆp´1q

ÝÝÝÝÝÝÝÑ

»

—

—

–

1 0 ´1 0

0 1 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1
´1
2
0

fi

ffi

ffi

fl

.

よって, 拡大係数行列の階数は 3 .



(18) (17)の同次連立１次方程式を解け.

【答】 (17)の結果より, (17) の同次連立 1次方程式は

$

&

%

x1 ´ x3 “ 1

x2 ` x3 “ ´1

x4 “ 2

と同値となる. ここ

で, “主成分に対応しない変数” x3 を任意定数にとり, x3 “ s とおいて, 解は
$

’

’

&

’

’

%

x1 “ 1 ` s
x2 “ ´1 ´ s
x3 “ s
x4 “ 2

あるいは

»

—

—

–

x1
x2
x3
x4

fi

ffi

ffi

fl

“

»

—

—

–

1
´1
0
2

fi

ffi

ffi

fl

` s

»

—

—

–

1
´1
1
0

fi

ffi

ffi

fl

(sは任意定数)

で与えられる (どちらか一方の形で答えればよい).

(19) 連立１次方程式

$

&

%

x1 ` 2x2 ` x3 “ 5
´2x1 ` 3x2 ` kx3 “ ´3
x1 ` kx2 ` x3 “ 1

が無数の解をもつような定数 k の条件を求めよ.

【答】 拡大係数行列を行基本変形して,
»

–

1 2 1
´2 3 k
1 k 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

5
´3
1

fi

fl

②`①ˆ2
③`①ˆp´1q

ÝÝÝÝÝÝÝÑ

»

–

1 2 1 5
0 7 k ` 2 7
0 k ´ 2 0 ´4

fi

fl

②ˆ 1
7

ÝÝÝÑ

»

–

1 2 1 5
0 1 k`2

7 1
0 k ´ 2 0 ´4

fi

fl

③`②ˆp´pk´2qq
ÝÝÝÝÝÝÝÝÝÝÑ

»

–

1 2 1
0 1 k`2

7

0 0 ´
pk`2qpk´2q

7

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

5
1

´4 ´ pk ´ 2q

fi

fl.

よって,

• k “ 2のとき：係数行列の階数が 2, 拡大係数行列の階数が 3となり解は存在しない.

• k “ ´2のとき：係数行列の階数も拡大係数行列の階数も 2となり解は無数に存在する.

• k ‰ ˘2のとき：係数行列の階数も拡大係数行列の階数も 3となり解はただ一つ存在する.

以上より, 求める k の条件は k “ ´2 .

(20) k が (19)で求めた条件を満たすとき, (19)の連立１次方程式を解け.

【答】 拡大係数行列を行基本変形して得られる簡約行列は
»

–

1 0 1
0 1 0
0 0 0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

3
1
0

fi

fl となる. よって, (19)の連立 1

次方程式は
"

x1 ` x3 “ 3

x2 “ 1
と同値となる. ここで, “主成分に対応しない変数” x3 を任意定数にとり,

x3 “ s とおいて, 解は
$

&

%

x1 “ 3 ´ s
x2 “ 1
x3 “ s

あるいは
»

–

x1
x2
x3

fi

fl “

»

–

3
1
0

fi

fl ` s

»

–

´1
0
1

fi

fl (sは任意定数)

で与えられる (どちらか一方の形で答えればよい).


